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Izvod

U radu je nađena asimptotska jednakost za kovarijaciju procesa 
A G R, generisanog statistikom sa vremenskim pomjeranjem. 

Nađena je odgovarajuća asimptotika i za proces generisan Kolmogo- 
rovljevom statistikom.
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ON COVARIANCE OF PROCESS WHICH IS
DETERMINED WITH TIME SHIFT STATISTIC

Abstract

In this paper we establish the asymptotic behaviour of a covariance 
of the process /77(A), A € Й, the process is determined with the time 
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shift statistic. The covariance of the process which is determined with 
Kolmogorov statistic has beeen performed as a consequence of this 
general approach.

1. UVOD

Statistike tipa Grenander-Rozenblata dugo su bile neprikosnovene 
u neparametarskim metodama ocjenjivanja spektralne gustine. Opti­
malnu statistiku na ovoj klasi, pri prirodnim i veoma opštim uslovima, 
našao je I. Zurbenko [1]. U statistici /n(A) (uobičajena oznaka za 
statistiku tipa Grenander-Rozenblata) uticaj okolnih frekvencija opada 
sa asimptotikom reda V je dužina serije (dakle, uticaj je velik), pa 
se na ocjenu reflektuju neregularnosti spektralne gustine. Ovaj nedosta­
tak statistiku u nekim situacijama, čini nepodesnom za primje­
nu. Uz to, često prisutni trendovi i nestacionarni šumovi, ometaju 
statistiku u ocjenjivanju.

Uticaj okolnih frekvencija se znatno smanjuje nakon procedure du­
bokog glačanja na krajevima uzoračkog niza. Duboko glačanje se ostva­
ruje primjenom vremenskog prozora. Nestacionarne smetnje se bitno 
neutrališu osrednjavanjem modifikovanih periodograma.

Kombinujuči obje procedure, A. Kolmogorov [1] je konstruisao sta­
tistiku koja je prihvaćena pod imenom statistika sa vremenskim pomje- 
ranjem. U ovu statistiku, Kolmogorov je ugradio polinomijalni prozor 
(tako dobijena statistika je u literaturi poznata kao Kolmogorovljeva 
statistika). U Kolmogorovijevoj statistici, zavisnost od susjednih frek- 

2 к
vencija se svodi na N r+a , gdje К može biti izabrano po želji velikim, a 
a je Helderov koeficijent spektralne gustine /(A). Statistika sa vremen­
skim pomjeranjem daje mogućnost provjere'stacionarnosti na zadatom 
pojasu frekvencija. Broj računskih operacija potrebnih za dobijanje 
ocjene se redukuje na n1+e In N, 6 je proizvoljno malo i ovo je značajno l + la
poboljšanje u odnosu na N l+-a InN operacija potrebnih za dobijanje 
Grenander-Rozenblatove ocjene.

Stvoreni model oponaša fizičku shemu neprekidno djejstvujuće usko- 
pojasne filtracije realnog signala. Zbog visoke efektivnosti i otpornosti 
na smetnje, statistika sa vremenskim pomjeranjem je dobro primljena 
u geofizici, akustici, neurofiziologiji.

U sljedećem odjeljku dačemo matematički formalizovan postupak



Kovarijansa procesa generisanog statistikom sa vremenskim pomjeranjem 61 

zadavanja statistike sa vremenskim pomjeranjem. Ovu statistiku, oz- 
načavačemo je sa Дг(А), je detaljno izučio I. Zurbenko [1].

U našem radu je nađena asimptotika kovarijacije procesa
A G R. Dobijeni rezultat je neophodan korak na putu ustanovljivanja 
asimptotskog ponašanja procesa /дг(А), A 6 R.

Kovarijacionu strukturu i svojstva procesa /дг(А), A G R, je izučio 
P. Mladenović [2, 3, 5].

2. OSNOVNI POJMOVI, OZNAKE KOJE SE KORISTE U 
TEKSTU, REZULTATI

Neka je A(i), £ G Z, centrirani stacionarni slučajni niz. Semiinva- 
rijantu niza čemo označavati sa Sn(ti, tz,..., tn), a semiinvarijantnu 
spektralnu gustinu sa /(Ai, A2,..., A.n).

Neka je a^(f), t G Z, nenegativna funkcija koja je jednaka nuli van 
segmenta [О, М]. Na uzorku X(Q), A(Q + 1),..., X(Q + M), definišimo 
statistiku

+00

WŽ(A)= £ aM(t-Q)eitxX(t).
t——oo

Označimo sa

= (2.1)
t= — OO

Primijetimo da je ■ Ubuduće ćemo ozna­
čavati sa

Koeficijente ам(1) biramo tako daje |^м(®)|2^® = 1, odakle 
м

slijedi da je = i- Koeficijenti адо(£) obrazuju vremenski
t=oprozor.

Statistiku sa vremenskim pomjeranjem /77(A), kojom ocjenjujemo 
spektralnu gustinu /(A) stacionarnog slučajnog niza A(£), t G Z, na 
uzorku X(0), A(l),..., X(N), definišemo sa

ЫА) = ^£|^«,
1 i.—n
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gdje je N = (T — 1)L + M + 1, L, M i T su cjelobrojne nenegativne 
funkcije argumenta N za koje važi L < M < Я (<C je oznaka za 
asimptotski ’’bitno manje”) i LT ~ N.

Polinomijalni vremenski prozor zadaje se koeficijentima za 
koje važi

®M(t) = aK,P(t) = џ(К, P) (PP- 1}) ‘ P-KCK,P(t), (2.2) 
v 1Z7T '

gdje je M = K(P — 1), P je fiksiran prirodan broj i koeficijenti Cx,p(t) 
se zadaju sa

K(P-i) zl-r-Px
£ ztcK,p(t) = (i + z + ... + P-1)K=
Po V l“z ’

Iz (2.1) i (2.2) slijedi daje

<\ (\ <тр Р\(К(Р
= VK,p(p) = p(K, P) (---- —---- J

te je polinomijalno jezgro

sin2^ 
F2 sin2 jJ|№р(ж)12 = м2(-К\p) ( 127r—-)2 (

Polinomijalno jezgro ima blago zaobljen maksimum u nuli i veoma
je uglačano na krajevima intervala (—-тг, тг).

Koristićemo oznaku 77(A), gdje je 77(A) = 1, A = 0 (modvr)
0, A 7^ 0 (mod7r)

Definicija 2.1. Označimo sa F*  klasu spektralnih jezgara 
ЫЖ)Р = т(ж)т(ж) = т(ж)т(-ж) (funkcija ц>м(р) zadaje se 
sa (2.2)) za koje važi:

1° max |</эм(я)|2 ~ Wi [' |^м(ж)14^« ~ W2M2, N —> 00, x

M << ^5 5 L = o(max |(рм(ж) |2) > —> 00,

gdje su Wi i W2 pozitivni brojevi koji se mijenjaju pri prolasku 
jezgra I(рм(ж) 12 kroz klasu F*.
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2° Postoji niz A(N) = A, čiji su članovi prirodni brojevi, takav da 
je A-4 oo i

м
52 ам(А <
t=0

N
АМ'

з° J2 sup 1т(ж)11т(ж + V>)l = O(L), 
l<k<2L

i ova asimptotska jednakost važi ravnomjerno po 'ф.

Definicija 2.2. Za spektralno jezgro |</’л4'(ж)|2 kažemo da pripada 
klasi ЈГ**  ako pripada klasi T7* i uz to se može ravnomjerno na [—тг, тг] 
aproksimirati jezgrom oblika Gm(x) — КмАм§(Амх\ gdje je Км = 
(Ј-Ам-л-^(х)^х) > a funkcije Ф(ж) koje zadaju jezgro Gm($) su ne- 

negativne, neprekidne, parne, $(ж)</ж = 1, dok je ~
РРзАм i W3 je pozitivan broj koji se mijenja pri prolasku jezgra 
1т(ж)|2 kroz klasu J7**.

Spektralna jezgra |<рм(ж)|2 i Gm(%) su parna, zadata su na [—тг, тг] 
i mogu se produžiti u periodične funkcije (periode 2тг) koje su zadate 
na realnoj pravoj. Sada se uslov ravnomjerne aproksimacije na [—7г,7г] 
(iz Definicije 2.2) može uopštiti do uslova ravnomjerne aproksimacije 
na R.

Mi čemo raditi sa neprekidnom spektralnom gustinom /(A), — тг < 
A < тг, koja se može neprekidno i periodično (sa periodom 2тг) produžiti 
u funkciju čiji argument prolazi skupom realnih brojeva. Proces /дг(А) 
koji je zadat na parametarskom skupu Л = [—тг, тг], može se prirodno 
proširiti u proces čiji parametar A prolazi skupom R. Proces 
/дг(А), A € R, je periodičan i njegova perioda je 2тг.

Prije nego što formulišemo našu centralnu teoremu, evidentirajmo 
dvije pomoćne leme.

Lema 2.1. Ako postoji niz prirodnih brojeva A(7V) = A za koji važi 
M ГТГA—>oo, >0,7V-»ooi ^2 tada važi asimptotska
t=o v

jednakost

I / [т(ж)т(~ж + - х)(рм(~и + х - 'ф)-

-<рм(х)рм(-х) х срм(х - '0)т(“ж + '0)]d®| = o(max|^M(^)|2))
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kada N —> oo, ravnomjerno po 'ф za |iz| <

Lema 2.2. U uslovima koji važe u Lemi 2.1 važi

I f [|т(ж)11т(-ж + V>)llm(w - ®)llm(-^ + x - V’)!- 
-|т(ж)11т(-ж)|х|т(ж-^)11т(-ж+^)|]^1 = о(тах|9?м(ж)|2),

kada N —> oo, ravnomjerno po 'ф za |ii| <

Teorema 2.1. Neka za spektralne gustine stacionarnog slučajnog 
niza X(i), i G važi sup|/'(®)| = Ci <oo, sup ®2, ®з> ®4)| =

X X1 >®2 >®3 >X1
C2 < oo i neka spektralno jezgro |^м(ж)|2 pripada klasi J7*.  Tada važi 
asimptotska jednakost

сои(/дг(А1), /дг(а2)) = — /(Ai)/(a2) у 1т(ж)12(1т(® + Ai - A2)|2+

kada N -> oo, ravnomjerno po Ai i A2. Funkcija |®|* zadaje se sa

I® + 2тг|, 
кГ=< kl, 

|® — 2тг|,

— 37Г < X < —7Г 

— 7Г < X < 7Г 
7Г < X < 37Г

Oslanjajući se na Teoremu 2.1, možemo ustanoviti sljedeće dvije 
teoreme.

Teorema 2.2. Ako spektralno jezgro |<^м(ж)|2 pripada klasi T7**,  
ako je Gm(s) = Км-А-м^^м^) spektralno jezgro koje ga ravnomjerno
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aproksimira i ako za ocjenjivanu spektralnu gustinu važe uslovi iz Teo­
reme 2.1, tada važi asimptotska jednakost

— — 2тг /*
сои(/дг(^1)> Аг(^2)) = J + А1 — Аз) +

7Г

/If \
TGjif (ж + Ai + Аз))^® 4~ I Ai — A21 О\~n I T Ai — A2)d® J+

— 7Г

7Г 7Г

T|Ai + АзрО( — / Gm(x)Gm(ж + Ai + X^dxJ + of — I G^{x^dx\, 
— TV — TV

kada N —> 00, ravnomjerno po Ai i A2.

Teorema 2.3. Neka važe uslovi iz Teoreme 2.2. Tada je

N / - - a \
a) lim —-cov (fN(X),fN(X- —— )l =

tv—^00 Am ' ^-M
00

= 2тг/2(А) у $(i)$(£ + a)dt • (1 + 77(A)). 

— co

r AT / - f Ai - / A2 \A
b) ^A^C0VVN^'fN^)r

00

= 27г/"(0) У [Ф(^ ~ Ai)$(i 4~ A2) + $(i "T Ai)$(i + A2)]di, 

gdje je -АМ7г < Ab A2 < ЛМ7г.

Kako su dokazi upravo formulisanih teorema veoma slični, biče 
demonstriran dokaz samo Teoreme 2.2.

Jednostavnom analizom se pokazuje da polinomijalno jezgro 
|^7<,p(®)|2 pripada klasi J7** i da se ravnomjerno na [—7г,7г] može 
aproksimirati jezgrom

gm(x) =

f2 л/^(Р2-!)
gdje je $(ž) = y==e 12 i Км = f ^(t)dt.

-y/K(P^-l)
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Sada, kao neposrednu posljedicu Teoreme 2.3, možemo formulisati 

sljedeću teoremu.

Teorema 2.4. Ako za ocjenjivanu spektralnu gustinu važe uslovi 
iz Teoreme 2.1 i ako je fN(X) Kolmogorovljeva statistika, tada je

N / - ' - ( о \\a) lim . ----- cov fN\X----- . — =7 ^оо УК(Р2 - 1) h у /А(Р2 - 1) у )
oo

= ^б^ / е~^е’'стук^(1 + 7?(л))-
— ОО

b) r N Л- ( Ai L ( \\lim — ... .= cov tn — -------  — , глт —,__ __  = =
ОО/^(0) f (t-A2)2 г (t-AJ2 (t + A1)21

= —-— / e 12 • e 12 +e 12 \dt,6 J L J
—00

gdje je -^(P2-!)^ < Лх, Л2 < /К(Р2 - 1)тг.

3. DOKAZI

Dokaz Leme 2.1. Neka je дм(^) = - 'Ф)- Sada je
Ш(ж - и) = (рм{и - х)рм(х - и- te je

[т(ж)т(~ж + - «)рм(-и + х - ^)-

-т(ж)т(-ж)т(ж - + ^)]^| =

= | J^м^)^м(-х+^[^м(и-х)(рм(ги+х-'ф)-рм{- (̂рм^-'ф^х\ <

тах\срм(х)\2 \дм(х)~дм(х~и)\(1х <тах 1т(^)|2 — J \g'M(x)\dx.



Kovarijansa procesa generisanog statistikom sa vremenskim pomjeranjem 67 
Međutim,

= E aw(t)e-ite £ ам(з)е^-^ =
0<t.<M 0<8<M

= E
0<s,t<M

te je

мл \2 tv N
\д'м№\< 22 aM(t)aM(s)\s-t\ < = ~А'

s,t—0 '4=0

Dakle,

I f [т(ж)т(~ж + + ж -
х<т(ж - + ^)ИЖ1 < тах1т(ж)12$4 = тах1т(ж)12 ■

Ovim je lema dokazana.

Dokaz Leme 2.2. Dokaz je identičan dokazu Leme 2.1, osim dijela 
u kojem se pojavljuje

||m(w - ж)11т(-^ + ж - VOI - 1т(~ж)11т(ж - VO 11 =
= IbWI - \g(x - u)ll < \вИ - 9^x - w)l-

Nakon ove ocjene, dokaz teče analogno dokazu Leme 2.1.

Dokaz Teoreme 2.1. Primjenom uobičajene tehnike imamo

1 T~1™ E ^(I^M1(A1)|2,F“2(A3)|2) =
1 ki,k2-0

! T-l +oo

= 22 12 ам(й-Ь^1)ам(^2
Aj!=O ti,t2 = — oo
Д’2=0 4-3 = — oo

- Ьк^ам^з- Ьк2)ам^4- Lk2)x

Xei[(41-42)A1 + (4.i-43)A2]^X(iJX^2)A-^3)X(t4)-

-ЕХ^Х^ЕХ^Х^}] =
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1 T-1=y2 52 52 aM(ii-Lk^aM(t2-Lki)aM(t3-Lk2)aM{U-Lk2)>

ki=O ti ,t2 = —OO
fco=0 t3,t.i= —OO

xei[(tl-t2)A1+(il-i3^2][S4(i1)Ž2,i3,i4) + S2(i1,Ž3)52(Ž2,i4) +

+£2(^1, i4)S2(t2, *з)]  =

1 T~1 r /•
= ^2 52 |У (Ж2~ А1)^-(ж3-А2)^М2 *(Ж4 + А2)х

A" ! ,А?2 =0 JJ1

7Г

<^*(ж1+ж 2+жз+ж4)/(ж1, ®2, ж3, X4)dx-i_dx2dx2dx4+ f(x)(p^'1 (ж+АЈх

7Г

Х^М2 (“ж - X^dx Ј(у - A1)^“ (-2/ + A2)<fy+
— 7Г.

7Г 7Г

ь//(®)¥>м,(®+А1)¥>м2(А2-^)Љ I<Рм‘ (у-^1)<РмЧ-У-^)/Шу} = 

~7Г — 7Г

=^У^(«1-Нг2+«з-Нб4У(ж1)«2,®з,«4)^м(ж1+А1)^м(®2-А1)т(Жз-^2)>< 

ш

<т(ж4+А2)
• TL^-hca) • TL(a3-hc4)

01X1 ty Olli Q

•_ ^(жј-Кез) . Ь(а?з+-С4)
Olli су — Olli----- Су

е1Ш_А)(;С1+ж2+:Сз+:С4)^^

1 
/£п2

Ј f /(ж)/(г/)т(ж + л1)т(~ж - A2)m(?/- Ai)-

s-n2 TL{x+y)

■VM{-y + A2) . - Ь(Д ) dxdy+ 
sm" v

^2// /(ж)/Ыт(ж + ^1)т(-ж + А2)т(^-Ai)-

s-n2 TL{x+y}
. -fM(-y - A2) 2 dxdy,

sirr - ---A ;
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gdje je П oznaka za interval (—тг, 7г).
Integrale u posljednjoj sumi označimo redom sa Д, I2 i 7з. Ocijenimo 

integral Д. Uvodjenjem smjena xi = ®i,®3 = ®3,®i + x2 = u i uz 
korišćenje očiglednih jednakosti

1 N
— У tix(t—s) ___

-i • 2 Nx1 sin-'
2ivN sin2 f ’

1 sin2
2ttN sin2

1 
2^N

N
£ e^-^dx = 1 

s,t=l

i nejednakosti Koši-Švarca dobijamo

sin2
sin2

~Мт(жз-Ai)x

9 Z4 ci-n2 TLu
2ј7Г(_у2 I SIH q

Т J 27rTsin2^
— 2тг 2

du |9?м(ж1 + + ®i - u)|dziX

4тгС/2 
T

(3.3)

ravnomjerno po Ai i X2.
Izučimo asimptotsko ponašanje integrala I2.

h = У j /И№)т(ж + А1)т(~ж- A2)w(z/~Ai)-

• 2 TL(x+y) 
Sin -------- ------ -^-L

■№(-«/ + Л2) . , Ь(Д ; d^dy = 
sin' л
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7Г 7Г

= J I /(®-Ai)/(z/ + Ai)w(- 

— 7Г — 7Г

2? + Al - A2)m(2/)-

sjn2 TL(x+y)

■4>м(-у - Al + A2) . Lf 2 dxdy. 
Slir —;

Uvedimo promjenljive x i iz, x = x, x+y = u. Preslikavanje (x,y) -> 
(ж, iz) oblast (—7Г, 7г) X (-7Г, 7г) slika u oblast Г. Neka je A(7V) = A, niz 
određen Definicijom 2.1. Izučićemo asimptotsko ponašanje integrala u 
oblasti Pi С Г koja je određena uslovom |tz| <

T2 J j ~ ~ x + Ai)m(®)m(-® + Ai - A2)x

Х(/?м(iz - х)рм(-и + х - Ai + A2)
sin2
sin2

dxdu.

Primijetimo da je

Л® - Ai)/(iz - х + Ai) = f(x - - х + Ai) - /(Ai))+

+/(А1)(/(Ж - Ai) - /(A2)) + ДА1)/(А2). (3.4)

Kako je prvi izvod spektralne gustine ravnomjerno ograničen, imamo 
\f(u - х + Ai) - /(Ai)I < Ci\u - ж|. Koristeći razlaganje (3.2), integral 
1'2 zapisujemo u obliku sume integrala I21,122 i I23. Sada imamo

sin2
---- —du 
sin2^

I. 7Г 1_

Iт(ж)|2|w(«+Ai-A2)|2ЉJ =o^(^j |ж|4|9эм(ж)|4<й^ x

—-я —7Г

X

ravnomjerno po Ai i A2.
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Nadalje,

I - Ai) - /(A2) | = \f(z - Ai +A2 - A2) - Д-А2)| < С1|Ж - (A, - A2)|,

pa je

И221 < JJ 1ж11т(ж)11<т(-ж + Ai - A2)||m(w- ®)|x
A

х — Ai + А2) I
sin2 TLu

2

sin2 Lu
2

dxdu + Д^1|А1-А2гД|т(ж)х

Г!
sin2

X7’m(-® + Ai - А2)7’м('^-ж)7’(-^ + ж-Ai H-A2)|----т~Г~dxdu. (3.5)
sim

Istovjetnim postupkom kao kod ocjene integrala I21, pokazuje se da

prvi član u sumi (3.3) ima 

ravnomjerna po Ai i A2.

asimptotiku o(^N 1 f |</?^(®)|4d®^ kojaje

U dokazu naše teoreme dva puta će se pojaviti integral

1 Г Г sin2
T2 J J sin2^

A 2
1т(ж)<т(-ж + Ai - a2)x

х^м(-^ 4- ® - (Ai - А2))^м(^ - x)\dxdu.
Izučimo njegovo asimptotsko ponašanje. Uvođenjem smjene Lu = v i 
korišćenjem Leme 2.2 dobij amo

1 f2тгТ sin2 dV J
—7Г

lm(®)l2im(® + Ai - a2)|2đs+

+0

ravnomjerno po Ai i A2. 
Posebno izučimo

27г 1 sin2 27Г A /’ 1 sin2 \
= JV J 2тгТ sin2 г “ “ У V “ ./ 2тгТ sin2 J /'

' #<М<»
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Koriščenjem nejednakosti |sin^| > |ж| < 7Г, dobijamo

Г 1 sin2 f 1 тг2 , тг f dv
J ZtvT sin2 “ J 2-тгТ’ v2 T J v2

#<hl<^ " #<|v|<7T #

tv / TV 1 \ tv N tv 
= TVAL ~ к) - T ' AL = A=

Znači,
7Г / 7Г \

J = -^(l-o(l))y|w(®)|2|m(®+^i-^2)|2^+o l~^J\^M^)\4dx

ravnomjerno po Ai i A2, pa je konačno iz (3.3) i (3.4) 

ravnomjerno po Ai i A2

,, _ 7(a1)/(A2)
J23 —

Гј

+ х - А]. + A2)---- 2 dxdu.
smJ

Na osnovu Leme 2.1 dobijamo daje
2 / 7Г \

I |т(ж)|2|т(® + А1-А2)|2Љ+о1 iy\y>M(x)\4dx

—It \ — 7Г /

ravnomjerno po Ai i A2.
Označimo sa Г2 С Г oblast u kojoj je < u < g i neka je

-^2 = ^2 f J f(x ~ “ x + л1)т(ж)т(-® + Ai - A2)x

г2
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sin2

Х<рм(^ — х)¥>м(—и + ж — Ai + А2)---- 9-f dxdu.
sim

Sada je

j-i 2
sin2^ 
sin2 4* Ыж)12Ыж + - а2)|2љ J x

u-x)I2^m(u-x + A1-A2)|2d® 1 du< —

7 27Г2 (x / TT^du = 0\N
J (Luz) \
A 
jV

/ \¥>M(x)\4dx
—TV

L2T2A

gdje je D konstanta.
Ocijenimo integral u oblasti u kojoj je |u| > J. Zbog jednakosti 

integrala po oblastima Vi = {—х < т/ < ж, 0 < у < 7г}, У2 = 
{ — X < у < X, 0 < X < 7г}, Уз = {—X < 7/ < Ж, — 7Г < у < 
0}, У4 = {х < у < — х, —% < х < 0}, dovoljno je ocijeniti integral, 
recimo na Vi. Raslojimo sliku oblasti Vi u ravni (x,u) pravima u = 
v,..., ^^7г, ^^тг,... i nađimo originale ovih slojeva. Sloj iz Ух koji 
je omeđen pravima yi = — х + i т/2 = —ж preslikava se
u sloj koji je omeđen pravima щ = i u2 = ^^7Г.

Nastavimo sa analizom.
Neka je

- Xi)f(u - х + А1)</?м(«)т5м(-ж + Л1 - ^2)x 
hl>f

sin2
® - Ai + А2)---- 2 -dxdu

Sin- -y-

Imamo

Г Г sin2
// • 2 Lu 1т(^)11т(-ж + Ai - A2)||y>M(u 
' J sm
Г.ч 2
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х|у?м(-г4 + х -

_/• sin-* 1 / \
X H т ■ 2 lJ suP lmWllw(v + Ai- X2)\)du< 

l<k<2L Z7vl sm 2 ff <3/<тг
L

<r / о -т- ■ Z SUP lwWllw(y + Ai-A2)|,T J 2тгТзт — 15Је£2Л |j<y<,

gdje je C konstanta.
Kako spektralno jezgro pripada klasi T7*,  to je

sup lm(?/)llm(v +Ai - Л2)| = O(L),
l<fc<2L £f<yO

ravnomjerno po Ai i A2, te je

= О [LN-1^ = о

ravnomjerno po Ai i A2. 
Znači,

7Г

2тг /*h = -^/(Ai)/(A2) J |</рм(ж)|2|99м(ж + Ai - A2)|2d®+
—7Г

7Г

+|Ai - A2|* o(— J |^м(ж)|2|<ж(ж + Ai 

— 7Г

(3-7)

kada N —> oo, ravnomjerno po Ai i A2.
Ostaje još da izučimo asimptotiku integrala

7з = ^- I I /(ж-А1)/(з/ + А1)^м(а:)рм(-а; + А1 + А2)х
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sjn2 ТЦх+у)

Xm(v)w(-2/ - Ai - A2) •• ; ■ . dxdy.
sm" —7

Uvođenjem smjena х = x,u = х + у, dobijamo

u - х + Ai)w(®)w(-Je + Ai + A2)x
г

sin2
x^m(w — u + ж — Ai + A2)---- 9 /—■ dxdu.

sin-

Ponavljanjem postupka koji je izložen kod analize integrala Z2, uz kori- 
šćenje ocjene

|/(ж-А1)-/(А2)| = |Дж-

dobijamo

2*тг  /*/3 = у/(Ai)/(A2) J |m(®)|2|w(z +Al + A2)|2cta+

~h|Ai + A2|*  х О

+o (3.8)

kada 7V —> oo, ravnomjerno po Ai i A2.
Objedinjujući asimptotske jednakosti (3.1), (3.5) i (3.6) dobijamo 

tvrdjenje teoreme.
Dokaz Teoreme 2.2. Kako je |т>м(ж)|2 = @м(%) + ем(®)> gdje 

je ем(®) funkcionalni niz koji uniformno konvergira ka 0, dobijamo iz 
Teoreme 2.1
cov(fjv(Ai), Л\г(А2)) = -^r/(Ai)/(A2) j"Gm(x)(Gm(x + Ai - A2)+

+ Ai + A2))d® +1 Ai — A2|*O



76 Siniša Stamatović

+ |Ai + Аг|*О , A / 1
'x)+o[n Сј^(ж)с/ж ) d-

27Г 
~N

/(Ai)/(A2) j€M(x)GM(x + X1-X2)dx+ јем(х)ем(х + ^1~Х2)(1х+

+ / Мж + Al - X2)GM^)dx +

+ у* еМ (ж + А1 + Л2)<јМ (ж)с/ж +

— y^’/(Ai)/(A2) J Gm{x){Gm(x + Ai — А2) + Gm(x + Ai + A2))c?k+

+|Ai — A2I О ',х +

+|Ai + A2PO

čime je dokaz završen.
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