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Izvod

U radu je nadena asimptotska jednakost za kovarijaciju procesa
fnv(X), X € R, generisanog statistikom sa vremenskim pomjeranjem.
Nadena je odgovarajula asimptotika i za proces generisan Kolmogo-
rovljevom statistikom.
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ON COVARIANCE OF PROCESS WHICH IS
DETERMINED WITH TIME SHIFT STATISTIC

Abstract

In this paper we establish the asymptotic behaviour of a covariance
of the process fN()\), A € R, the process is determined with the time
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shift statistic. The covariance of the process which is determined with
Kolmogorov statistic has beeen performed as a consequence of this
general approach.

1. UVOD

Statistike tipa Grenander-Rozenblata dugo su bile neprikosnovene
u neparametarskim metodama ocjenjivanja spektralne gustine. Opti-
malnu statistiku na ovoj klasi, pri prirodnim i veoma opstim uslovima,
nasao je 1. Zurbenko [1]. U statistici fy()) (uobiiajena oznaka za
statistiku tipa Grenander-Rozenblata) uticaj okolnih frekvencija opada
sa asimptotikom reda %, N je duZina serije (dakle, uticaj je velik), pa
se na ocjenu reflektuju neregularnosti spektralne gustine. Ovaj nedosta-
tak statistiku fN()\), u nekim situacijama, ¢ini nepodesnom za primje-
nu. Uz to, Cesto prisutni trendovi i nestacionarni Sumovi, ometaju
statistiku fN()\) u ocjenjivanju.

Uticaj okolnih frekvencija se znatno smanjuje nakon procedure du-
bokog glac¢anja na krajevima uzorackog niza. Duboko glacanje se ostva-
ruje primjenom vremenskog prozora. Nestacionarne smetnje se bitno
neutrali$u osrednjavanjem modifikovanih periodograma.

Kombinujuéi obje procedure, A. Kolmogorov [1] je konstruisao sta-
tistiku koja je prihvadena pod imenom statistika sa vremenskim pomje-
ranjem. U ovu statistiku, Kolmogorov je ugradio polinomijalni prozor
(tako dobijena statistika je u literaturi poznata kao Kolmogorovljeva
statistika). U Kolmogorovljevoj statistici, zavisnost od susjednih frek-
vencija se svodi na N_%, gdje K moze biti izabrano po zelji velikim, a
a je Helderov koeficijent spektralne gustine f()). Statistika sa vremen-
skim pomjeranjem daje moguénost provjere stacionarnosti na zadatom
pojasu frekvencija. Broj rafunskih operacija potrebnih za dobijanje
ocjene se redukuje na n't¢In N, € je proizvoljno malo i ovo je znagajno
poboljsanje u odnosu na N% In N operacija potrebnih za dobijanje
Grenander-Rozenblatove ocjene.

Stvoreni model oponasa fizicku shemu neprekidno djejstvujuée usko-
pojasne filtracije realnog signala. Zbog visoke efektivnosti i otpornosti
na smetnje, statistika sa vremenskim pomjeranjem je dobro primljena
u geofizici, akustici, neurofiziologiji.

U sljedecem odjeljku dademo matematicki formalizovan postupak



Kovarijansa procesa generisanog statistikom sa vremenskim pomjeranjem 61

zadavanja statistike sa vremenskim pomjeranjem. Ovu statistiku, oz-
natavatemo je sa fir()), je detaljno izugio I. Zurbenko [1].

U nasem radu je nadena asimptotika kovarijacije procesa fn (1)),
A € R. Dobijeni rezultat je neophodan korak na putu ustanovljivanja
asimptotskog ponasanja procesa fy(A), A € R.

Kovarijacionu strukturu i svojstva procesa fN()\), A € R, je izutio
P. Mladenovié [2, 3, 5].

2. OSNOVNI POJMOVI, OZNAKE KOJE SE KORISTE U
TEKSTU, REZULTATI

Neka je X (t),t € Z, centrirani stacionarni slu¢ajni niz. Semiinva-
rijantu niza ¢emo oznalavati sa Sp(t1,%s,...,t,), a semiinvarijantnu
spektralnu gustinu sa f(A1, Az, ..., An).

Neka je aps(t), t € Z, nenegativna funkcija koja je jednaka nuli van
segmenta [0, M]. Na uzorku X (Q), X (Q+1),...,X(Q+ M), definis§imo

statistiku
+oo

W)= . am(t - Q)™ X (t).
t=—o00
Oznadimo sa
+oo .
o) = Y am(t-Q)e™. (2.1)
t=—0o0

Primijetimo da je goj?/[(:c) = pu(z)e’?®. Ubuduée éemo ¢%(z) ozna-
¢avati sa opr(z).
Koeficijente aps(t) biramo tako da je [™_|en(z)|?dz = 1, odakle

slijedi da je % al;(t) = 5. Koeficijenti aps(t) obrazuju vremenski
prozor. #=0

Statistiku sa vremenskim pomjeranjem fiy(}), kojom ocjenjujemo
spektralnu gustinu f(A) stacionarnog slu¢ajnog niza X (t), t € Z, na
uzorku X (0), X (1),...,X(V), definisemo sa

_ 1 T-1
IO =7 X IWH NP,
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gdjeje N=(T-1)L+M+1,L,MiT su cjelobrojne nenegativne
funkcije argumenta N za koje vazi L €« M < N (K je oznaka za
asimptotski ”bitno manje”) i LT ~ N.

Polinomijalni vremenski prozor zadaje se koeficijentima aps(t), za
koje vazi

K(P? -

ane(t) = axcp () = n(, ) (EE D) oK pn), (22

gdje je M = K(P—1), P je fiksiran prirodan broj i koeficijenti Cx p(t)
se zadaju sa

K(P-1) P
1—2\K

g t) = P-LK —
tz=o 2Crpt) =Lz 4.+ = (=)

Iz (2.1) i (2.2) slijedi da je

pu(z) = pxp(2) = w(K, P)(

K P?,_ ;_ _eiP:z:
) )"

te je polinomijalno jezgro

K(P?-1)
127 )

[

S

2. "o

bw w|;U

(8

Na_ oA
X

lex,p(2)]? = p*(K, P)(

Polinomijalno jezgro ima blago zaobljen maksimum u nuli i veoma
je uglatano na krajevima intervala (—m, ).
1, A =0 (modnm)

Koristi¢emo oznaku n(X), gdje je n(A) = 0, A0 (modr)

Definicija 2.1. Oznadimo sa F* klasu spektralnih jezgara
len(2)|? = om(z)@nm(z) = erm(z)om(—2) (funkcija par(z) zadaje se
sa (2.2)) za koje vazi:

2 m3x|<pM(:z:)|2 ~ Wy [ |om(e)|*de ~ Wbz, N — oo,

M < N§, L= o(mfx|(pM(:zz)|2), N — oo,

gdje su Wi i Wy pozitivni brojevi koji se mijenjaju pri prolasku
jezgra |par(z)|? kroz klasu F*.
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2° Postoji niz A(N) = A, &iji su ¢Elanovi prirodni brojevi, takav da
je LA = 0(1),A— o0 i

M
N
aprlt =
; m(8) <A\ 1oz
3° > sup [em(e)llenm(z+¥) = O0(L),

1<k<2L 55 <aln
i ova asimptotska jednakost vazi ravnomjerno po .

Definicija 2.2. Za spektralno jezgro |ppr(z)|> kaZemo da pripada
klasi F** ako pripada klasi F* i uz to se moze ravnomjerno na [—m, 7]
aproksimirati jezgrom oblika Gas(z) = Ky Ay ®(Amz), gdje je Ky =

=1
( fﬁ’fgwé(m)d@ , a funkcije ®(z) koje zadaju jezgro Gps(z) su ne-
negativne, neprekidne, parne, [% &(z)dz = 1, dok je [T |on(z)|* ~
WsAjpr i W3 je pozitivan broj koji se mijenja pri prolasku jezgra

|enr(z)]? kroz klasu F**.

Spektralna jezgra |oar(z)|? i Gar(z) su parna, zadata su na [—m, 7]
i mogu se produziti u periodi¢ne funkcije (periode 2m) koje su zadate
na realnoj pravoj. Sada se uslov ravnomjerne aproksimacije na [—, 7]
(iz Definicije 2.2) moze uopstiti do uslova ravnomjerne aproksimacije
na R.

Mi ¢emo raditi sa neprekidnom spektralnom gustinom f(A), -7 <
A <, koja se moze neprekidno i periodi¢no (sa periodom 27) produziti
u funkciju &iji argument prolazi skupom realnih brojeva. Proces fi ()
koji je zadat na parametarskom skupu A = [—m, 7], moZze se prirodno
prosiriti u proces f_N()\) ¢iji parametar A prolazi skupom R. Proces
fn(A), A € R, je periodi¢an i njegova perioda je 27.

Prije nego $to formuliSemo nasu centralnu teoremu, evidentirajmo
dvije pomo¢ne leme.

Lema 2.1. Ako postoji niz prirodnih brojeva A(N) = A za koji vazi
M
A — oo, % - 0,N - o i t};oaM(t) < %, tada vazi asimptotska
jednakost
| [ [ (z)ena(—2 + b)om(u — 2)om(-v +z — )
—em(2)em(—2) X er(z — $)em(—z + )lde|=o(max |pu(2)]*),
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kada N — oo, ravnomjerno po % za |u| < —f—,.

Lema 2.2. U uslovima koji vaze u Lemi 2.1 vazi

I_z[lsoM(w)IlsoM(—fc + P)len(u — 2)||lem (v + 2 - 9)|-
~lom (@)llem () xlon & — )l er (-2 +)|Jde| = o(max|on (2) ),

kada N — oo, ravnomjerno po ¢ za |u| < %.
Teorema 2.1. Neka za spektralne gustine stacionarnog slucajnog

niza X (t), t € Z, vazi sup|f'(z)|= Ci1<o0, sup |f(e1,22,23,24)|=
T

X1,L2,T3,T4
C> < oo i neka spektralno jezgro |¢ns(z)|? pripada klasi F*. Tada vazi
asimptotska jednakost

cov(fn (A1), fv(A2)) = %f(}‘l)f()w)/l‘PM(w)lz(l(PM(m + A1 — )P+
+|soM(w+A1+Az)l2)dm+IA1—AzI*O(% ﬁSOM(”)|2|‘PM($+}\1—A2)|2d@)‘|‘

1T 17
Ha+ 20 (3 [ |soM(m)|2|soM(w+A1+Az>|2dm)+o(ﬁ / |<,oM<m>|4dw),

kada N — co, ravnomjerno po A; i As. Funkcija |z|* zadaje se sa

_ |z 4+ 27|, -3r<z<-—-m
|z]* = lz|, -7T<e<mw
|z —2m|, m<z<3n

Oslanjajuci se na Teoremu 2.1, mozemo ustanoviti sljedeée dvije
teoreme.

Teorema 2.2. Ako spektralno jezgro |¢as(z)|? pripada klasi F**,
ako je Gpr(z) = Kpr Ap®(Anrz) spektralno jezgro koje ga ravnomjerno
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aproksimira i ako za ocjenjivanu spektralnu gustinu vaze uslovi iz Teo-
reme 2.1, tada vazi asimptotska jednakost

K

cov(Fv(), F () = 3£ F0) [ Gar(e) (el + s = )+

-7

(1

™

A+ X0 (%]GM(z)GM(HAle)dm)H(%/wa(m)dm),

—T

kada N — oo, ravnomjerno po A; i As.

Teorema 2.3. Neka vaze uslovi iz Teoreme 2.2. Tada je

a) lim Ai cov (fN()\), (A - i—)) =

N—oo Apr - AM
=20 [ S@(+a)dt- (1+n().

. N = (AL 5 [ A2 _
9 i, e (e () B () =
oo}
— 21 £%(0) / [B(t — A\)B(+ Ag) + B(t + M) ®(t + Ao)]dt,
—o0
gdje je —Apm < Ap, Ay < Ay

Kako su dokazi upravo formulisanih teorema veoma sli¢ni, bice
demonstriran dokaz samo Teoreme 2.2.

Jednostavnom analizom se pokazuje da polinomijalno jezgro
lex p(z)|* pripada klasi F** i da se ravnomjerno na [—,7] moze
aproksimirati jezgrom

gdje je ®(t) = Ee 21Ky = J ®(t)dt.
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Sada, kao neposrednu posljedicu Teoreme 2.3, mozemo formulisati
sljedeéu teoremu.

Teorema 2.4. Ako za ocjenjivanu spektralnu gustinu vaze uslovi
iz Teoreme 2.1 i ako je fy(A) Kolmogorovljeva statistika, tada je

) #ﬁnm-ﬁ““( e (- 7o) ) -

o) [ R E i a00)
b) lim ————— il cov | fn S fn S S =
N—)oow/K(P ]_) \/K*(T]jj ) \/T-PZ—T)
7 - “_fz”z +e‘(t+3zl)2]dt

gdje je —/K(P% —1)m < A, Ay < /K (P? — 1)m.

3. DOKAZI

Dokaz Leme 2.1. Neka je gpr(z) = om(—2)pn(z — ). Sada je
gm(z —u) = pp(u — z)om(z — u — ), te je

™

| [Ton@)on(~2 + B)or(e ~ 2)or(u+ 2 - 4)-

-7

—om(z)em(—2)pm(z — ¥)om(—2z + ¥)]dz| =

=1 [enel@)pn(—o+) ors(u-2)on (-t 2—b)~prs (o) par(2—)lda| <

-7

< max [pae(2)* [ lons(2)-gaa (o) do <maxlon(@) ¢ [ loh (o).

— -7
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Medutim,

gu(z) = Z aM(t)e_it’” Z aM(s)eis(m_'/’):

0<t<M 0<s<M

Il

Z aM(t)aM(s)ezm s—t)— is't/l,

0<s,t<M
te je
) M = 2 N N
Mm(t -1 < — = —.
ohle)l < 3 oneonolls 1 < M(Low)) <« Myrz=7
Dakle,

|_~7r;[‘/’M(w)90M(_”’ +P)em(u - z)om(-u+z -

e (z)pm(—2):
xeu(z — $)pum(—2 +9)lde| < max|oy(e)|*F ?

¥) -
ﬁ —maXISOM( )%
Ovim je lema dokazana.

Dokaz Leme 2.2. Dokaz je identi¢an dokazu Leme 2.1, osim dijela

u kojem se pojavljuje

llene(u — 2)llem(—u+z = P)| = lem(—2)llem(z — P =
= |lg()| - lg(z — w)l| < lg(z) - g9(z — w)].
Nakon ove ocjene, dokaz tete analogno dokazu Leme 2.1.

Dokaz Teoreme 2.1. Primjenom uobiéajene tehnike imamo

T-1
cou( (), Tl = 75 3 con(IWEH O IWER ()) =
]\‘1 ,kg:o

w

T-1
T? Z Z aM t1-—Lkl)aM(to~LL1)aM(t3—LLo)aM(t4 LL?)X

k=0 t1,to=—00
ka=0 t3,t4=—00

it —t2) A1+ (24 —t3)Aa] [EX (tl)X(tz)X(t3)X(t4) =
—EX (t1) X (t2) EX (t3) X (t4)] =
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1
:ﬁ Z aM(tl—Lkl)aM(tg-*Lkl)aM(tg—Lkz)aM(t4—Lk2)><
k1=0 t1,ta=—00
ko=0 t3,ty=—0c0

xei[(tx—tz)/\1+(t4‘t3))‘2][54(t1) ty, ts, ta) + S2(t1,t3)Sa(t2, ta)+
+S3(t1,14)Sa(ta, ts)] =

LS { ] o e gl (ea= ) oMl (et o)
I\l,ko 0 I
<5*(:z:1+:c2+:v3—|—:z4)f(m1,:z:3,mg,:z:4)d:c1da:2d:v3dm4+/f(m ki (z4+A1) X
Xohp? (-2 — Ag) dm/f o3 (U — M)ehs? (—y + Aa)dy+

F/f (2)ehr (2+A1) ehg? (Ae—z)dz /so (y-A1) L‘”(—y—kz)f(y)dy}=

=ﬁ/5*(331-|-mz-l-$3-|-w4;)f($1 22,23,24 Yo 01 (21 1) ear (221 par(23—A2) X
4

sin TL(m')l+a:3) sin TL(‘BS-HH)

<onrr(zatAz) . L(ml;ﬂg)

+L]'
T2

@(m+wz+ms+m4)dwl. . .dz g

sin (ms

(@) f(y)em(z + M) pm(—2 — A2)oar(y — A1)

ﬂ\ﬁ

sin2 TL(:z:+y)

m(=y + A2) — L(m;y) dedy+
1 T
tr2 / / f(2) f(y)em(z + A)em(—2 + A2)en(y — A1)
_ 2 TL(z+y

sin”
M-y - Az)gm"dmdy,
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gdje je I oznaka za interval (—m, ).

Integrale u posljednjoj sumi oznacimo redom sa I1, I3 i I3.Ocijenimo
integral I;. Uvodjenjem smjena z; = 21,23 = 23,21 + 22 = u i uz
koriséenje ociglednih jednakosti

N -2 Nz
1 iz(t—s) _ 1 sin =5
2rN = 2N sin? N '

27rN sin %

i nejednakosti Kosi-Svarca dobijamo

2 ™ ™ Sin,} TJE;u
=~ T" / // pre 2 Lu lonr(z1+ A1) pnr(u— ml_)‘l)‘PM(m3_>\1)
-2 - —7 2

M(’LL+:Z:3 — }\g)|dudm1dw3 S

o
21w Cly sin? TLu

< 2 —du[|em(z1+ M)em(A + 21 — u)|de X
T 27T sin? T“

—ox -7

r 47 C
X/l(P(st — A)em(u+ 23 — As)ldes < — 2=

—0 (% / |<,0M(:1:)|4d:z:> , (3.3)

ravnomjerno po A; i As.
Izuimo asimptotsko ponaSanje integrala Is.

_1/"
L=

W)en(e+ A1) pm(—z = Xa)en(y — A1)

ﬁ\a

sin? T—L (z+y)

m(-y+ Az)dedy =
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= = [ [ 1= 2+ Mpu(—2 + X - ()

sin2 TL('”‘HI)

gin2 L(xz+y) L+y)

oM (—y — A1+ As) dzdy.

Uvedimo promjenljive z i u, z = 2, z+y = u. Preslikavanje (z, y) —
(z,u) oblast (—m,7) X (—m,7) slika u oblast I'. Neka je A(N) = A, niz
odreden Definicijom 2.1. Izuci¢emo asimptotsko ponaSanje integrala u
oblasti I'y C I' koja je odredena uslovom |u| < %

= Ti / / F@ = A1) F(u -2+ M)en(@)pm(—2 + Mg — Ag)x

.9
sin? TLu

Xom(u—2)opm(—u+ 2z — A + Ag)— szu
sin =

dzdu.

Primijetimo da je
fle=M)flu—z+ )= flz— M) (flu—2+ M) - f(A))+
+(A)(f(z = A1) = F(A2)) + F(A1) F(Aa). (3.4)

Kako je prvi izvod spektralne gustine ravnomjerno ograniéen, imamo
[f(u—24 A1) — f(A1)] < Cilu— z|. Koristedi razlaganje (3.2), integral
I, zapisujemo u obliku sume integrala I3, I}, i I}5. Sada imamo

, 1 sin? TLu ¥
i< 7 [ S / el lae(e) Plons(e + 21 — o) Pdz) " x
o

sin®

O

<( [ lew@)Plone+ri-x)Pas )" =0 (5( / |m|4|soM(m)14dm)ix

/lsoM )[*de %): (ﬁ / |4dm),

—Tr

ravnomjerno po A; i As.
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Nadalje,
[f(z— A1) = f(A2)| = (2= Ar+ A2 = A2) = f(=A2)| < Cilz = (A1 = As)],

pa je
22| < (@)llep (=2 + A1 = Ao)llpar(u — z)[ X
sin? Tl A
dlpar(—u-t2 ~ da 4 0)| oy 2 ddut L0 xof [ [ lpae(e)
sin® =
sin? Tl
Xom(—z+A —A)om(u—z)p(—utz—XA +A2)]dedu. (3.5)
2

[stovjetnim postupkom kao kod ocjene integrala Ij;, pokazuje se da

prvi ¢lan u sumi (3.3) ima asimptotiku o(N‘1 f |90M(:z:)|4dw) koja je
ravnomjerna po A; i As.

U dokazu naSe teoreme dva puta e se pojaviti integral

2 TL'u.

sin”
/ / 2 lewE)eu(—2 + - Xa)x

sin

xgoM(—u +z— (A1 — A2))om(u — z)|dedu.

[zu¢imo njegovo asimptotsko ponasanje. Uvodenjem smjene Lu = v i
koriséenjem Leme 2.2 dobijamo

2 1 sin?Ze 7 . 2
T=3 [ sraatdv [ lem(@) leue+ - d)tde+
fol< 45 oo
1 ™
+o (ﬁ / IsoM(w)l‘*dm) ,
-
ravnomjerno po Ap i As.
Posebno izuc¢imo
o 1 sin?Zv gy 27 <1 / 1 sin?ZY P >
= — — 2 dyv=—|[1- — =dv ).
N 2rT sin? o N 2nT sinzg

lvl< 4& AL <lv|<n
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Koriéenjem nejednakosti |sin §| > | , || < 7, dobijamo
ks
1 sin?Zv 1 «? T [ dv
2 ; dv S ——.)d’U = — —- =
2rT sin’ = 2rT v? T v?
A <loign F <l S

Znadi,

2m
Ji= N(l o( /|<PM ) lenr(z4+A1=X9)|2dz 40 (N/|(pM(a: |4d:13) =

=22 [loa@) oo + 31 = 2o+ o (—11\7/ |¢M<m)|4dw) , (3.6)

ravnomjerno po A; i Ag, pa je konaéno iz (3.3) i (3.4)

Ip=|A1i=Xa|" O /I‘PM )*|ar(e+A1-Az) [ d:z: ( /|90M |4clrc),

ravnomjerno pPo A1 i As.
f(Aq)
I ( 2 // :B-i—)\l )\2)
sin2 TLu

or(— u+m—A1+A?),*

dzdu.

l\)l: N

Na osnovu Leme 2.1 dobijamo da je

2 ™ ) ) ™
T =S O 0) [leaa() Plona(e+X1 = o) Pdato (% / |¢M<m)|4dm>,

ravnomjerno po A; i As.
Oznadimo sa I'y C T' oblast u kojoj je % < u < T ineka je

2 :T°/ flz—2A u_"’:'*')‘l)‘PM(m)‘PM(—-’B-I-)\l—)\z)x
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sin® Tf“
Xopm(u—z)opm(—u+ 2z — AL+ Ao) —— 7 ~dzdu.
sin” 5
Sada je
TLu 1
sin !
7 [< / TI_}E—-(/[SOM |[SDM(93+)\1 )\o)| d:z:) X
2

N<|u|<%

19

™ ) ) D ™
([ entu-o)Plortu—str-Xo)Pdz) dus [ lou(@)dex

-

; T leue)de .
e du~—o<N"'—>—o -1—/| (z)|*de
(Lu?) 224 ) - °\nJ "M ’

1\
gdje je D konstanta.

Ocijenimo integral u oblasti u kojoj je |u| > F. Zbog jednakosti
integrala po oblastima V; = {-z2 < y <z, 0 <y < 7}, Vo =
{-z2<y<z, 0<e<n}, i={-z2<y<e -m<y<
0}, Va ={z <y < -2z, —7 < 2 < 0}, dovoljno je ocijeniti integral,
recimo na V;. Raslojimo sliku oblasti Vi u ravni (2, w) pravima u =

Ty %‘iw, %‘—371', ... 1 nadimo originale ovih slojeva. Sloj iz V; koji
je omeden pravima y; = —2 + %iw iy, = -2+ “"+37r preslikava se

u sloj koji je omeden pravima u; = %%w 1ug = 9—’"‘"—7r.
Nastavimo sa analizom.
Neka je

=2 [[ fle-2fu- e+ Mpuleleul-2 + A - )X

|u|>L
sin? TLv
X (u—2)om(—u+ 2 — A + ) —— 7 dedu
sin® %

inekajels={2r>u>F, 2z <u<z+7}.
Imamo

TLu
1< 75 //—zfu—lsoM( Mene(=2 + s = a)llpae(u - )|
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— ™
¢ 2
Xlom(—u+z — Ay + Ag)|dzdu < T(/ lonr(z)] dm)x
-
k42
sin? TLv
X / T—f,Lu( sup |80M(y)||SDM(y+>\1—>\2)|>dUS
1<k<2l 2 27T sin” ¢ br cycn
L
= % : .2 TLu
C sin® =&
<7 [Tt X s len@leny+d - A,
27T sin” 3¢ 1<k<2L EEcy<n

gdje je C konstanta.
Kako spektralno jezgro pripada klasi F*, to je

S sup lem(®)llen(y + A - As)| = O(L),
1<k<2L 4F<y<m

ravnomjerno po A i As, te je
é”: (LN" = ( / |‘PM ]4d:l:) ,

ravnomjerno po Ay i As.
Znadci,

1= 2500 £04) [ lowte)Plonle + 3 - do)lide+

1 f .
= 2a10(5 [ lea(@)Plona(e + 20 - Xo) Pde) +

. (%7 / IgoM(:c){4dm) , (3.7)

kada N — oo, ravnomjerno po A; i As.
Ostaje jos da izu¢imo asimptotiku integrala

=gz [ [ o= M5 Wpulelent=2+ 2 +3u)x
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sm? TL(z+y)

X(IDM(y)(PM(_y - /\1 - )\v)—?ﬁdmdy
sin>: ——5—=

Uvodenjem smjena ¢ = z,u = z + y, dobijamo
1
Io=m [ [ #e = M) 1 - 2 + M)em(@)en(-2 + A + o)
r

sin? ——TL“

xom(u—2)epm(—u+2z— A+ Ao)sin—“dwdu

Ponavljanjem postupka koji je izloZen kod analize integrala I5, uz kori-
§éenje ocjene

|F(2 = A1) — FO)] = 1£(e = At = Aa+2a) = F(3a)| < Cale — (g + )

dobijamo

I = S5 007 09) [ loa(@)Plen(e + 2 + M)l de+

+|/\1+>\2|*><0< / loar(2) Plonr(z + M1 + o) dm)

( /|‘PM |4dw), | (3.8)

kada N — oo, ravnomjerno po A; i As.

Objedinjujuéi asimptotske jednakosti (3.1), (3.5) i (3.6) dobijamo
tvrdjenje teoreme.

Dokaz Teoreme 2.2. Kako je |pu(z)|? = Gu(z) + emr(z), gdje
je enr(z) funkcionalni niz koji uniformno konvergira ka 0, dobijamo iz
Teoreme 2.1

cov(fv(M), fv(A2)) = —f(>\1 (A2) /GM 2)(Gu(e + A1 = A)+

+Gu(z+ A1+ As))dz+ | A1 — Ao|*O (ﬁ /GM(w)GM(erAl - Ag)dm>+



76 SiniSa Stamatovié

1 [ .,
PWBW *o( /GM :c)G’M(a:-I—Al-i—/\o)d:c) —i—o( /G’M(m)dw>+

2n f(/\l)f()\g)[ /eM(:c)GM(:c-i-)\l——)\g)dm—}- ent (@) ey (M)

— -7
iy

+ /eM(:I: + A1 — Ag)Caele)dz + /eM(m)GM(a: + A+ Ag)det

o /W enr(z4+A1+X2)Gar(z)de+ /7r eM(:z:)eM(w+A1+)\2)dm] +0 (N-l) »
= 271000 10u) [ Gar(e) Garle+ s = )+ Garlo+ 3 he)det
+Hs = XaffO (% ]GM(w)GM(rc Fr- Ag)d:z:)-{-

+o(% /G%W(m)dw> +o (N 1),

¢ime je dokaz zavrsen.
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