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O APERIODICNOJ STABILNOSTI DINAMICKIH
SISTEMA

Izvod

U ovom radu su izvedena dva kriterijuma koji sadrie potrebne i
dovoljne uslove aperiodiéne stabilnosti linearnih autonomnih dinami-
Ckih sistema. Prvi kriterijum uop$tava raniji Merov-Kacov rezultat,
a drugi je izraZen preko uslova pozitivne semidefinitnosti simetriéne
matrice Henkelovog tipa ¢iji su elementi posredstvom Njutnovih for-
mula vezani sa koeficijentima karakteristiéne jednaéine sistema. Dis-
kutuje se moguénost aperiodi¢ne stabilnosti mehanickih potencijalno
disipativnih sistema sa singularnom matricom prigusenja.

ON APERIODIC STABILITY OF DYNAMICAL
SYSTEMS

Abstract

Two criteria containing necessary and sufficient conditions of ape-
riodic stability of autonomous dynamical systems are derived. The first
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one is generalization of the previously given Merov-Kac result and the
second one is given via conditions of the positive semidefinitness of
the Hankel’s type symmetric matrix whose elements, according to the
Newton’s formulae, are related to the coefficients of the characteristic
equations of the system. Possibility of the aperiodical stabilization of
the potentialy dissipative mechanical systems having singular damping
matrix is discussed.

1. UVOD

Za autonomni linearni dinamicki sistem kaZe se da je aperiodiéno
stabilan ako je on asimptotski stabilan i neoscilatoran. Drugim rijedi-
ma, sistem Ce biti aperiodi¢no stabilan ako poremedena kretanja nema-
ju oscilatorni karakter i iS¢ezavaju kad vrijeme ¢ — co. Posto prisustvo
kompleksnih korijena u rjeSenju karakteristi¢ne jednaline uslovljava
oscilatorni karakter komponenti poremeéenog kretanja, ova definicija
je u algebarskom prilazu ekvivalentna zahtjevu da svi korijeni karakte-
risti¢ne jednacine sistema budu realni i negativni. Prvi je, éini se, Merov
(Izv. OTN ANSSSR, 1945) postavio kriterijum aperiodiéne stabilnosti
izrazen preko koeficijenata karakteristicne jednacine, a koji je kasnije u
radu Kaca [1] ponovo izveden, kao neophodan i dovoljan uslov, i zapisan
u pogodnijem obliku. U ovom radu, u narednom odjeljku, pokazano je
da je taj kriterijum samo dovoljan uslov, a zatim je, ukljudujuéi u
analizu sluéaj viSestrukih korijena, uopsten tako da sadrzi potrebne i
dovoljne uslove aperiodi¢ne stabilnosti. U treéem odjeljku, primjenom
Ermitovog (Hermite) metoda kvadratnih formi ustanovljen je alterna-
tivni kriterijum, a u ¢etvrtom odjeljku diskutuje se pitanje aperiodiéne
stabilnosti mehanickih sistema sa potencijalnim i disipativnim silama.

2. KOREKCIJA I UOPSTENJE MEROV-KACOVOG
KRITERIJUMA

Neka je
A(A) = aOAn+a1)\n_1+ ...+an_1A+an= 0- (1)

karakteristi¢na jednac¢ina nekog linearnog dinamickog sistema. Pret-
postavlja se da su koeficijenti ag, a1, ..., a, realni brojevi i da je A(})
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standardni polinom (ag, a, # 0). Uo&imo polinom

F(z)= A(2%) + zA'(2?) )
=2 +nagz?™ a2 2+ (n—1)a; 222 +. . +apqz+a,

Prema Kacu [1], svi korijeni karakteristi¢ne jednacine (1) su realni i
negativni ako i samo ako je F(z) Hurvicov (Hurwitz) polinom (tj.,
svi njegovi korijeni imaju negativne realne djelove), sto se poklapa
sa ranijim rezultatom Merova (v. [1]). Za F(z) kad su svi koeficijenti
jednagine (1) pozitivni, Huricovi uslovi su, kao §to je pokazano u [1],
ekvivalentni uslovima:

D; >0, i=1,...,2n—2 (3)

gdje su D; glavni dijagonalni minori (2n — 2) X (2n — 2) matrice

aj 2(12 3a3 4CL4 Ve 0
nag (n—1)a; (n—2)as (n—3)ag ... 0
D= 0 ai 2(12 3a3 e 0 (4)
0 0 0 0 cer i

tj., prema [1], uslovi (3)su potrebni i dovoljni za aperiodi¢nu stabilnost
sistema sa karakteristiénom jednalinom (1). Matrica D formira se na
sledeéi naéin. Najprije se formiraju prve dvije vrste. Treda i Cetvrta
vrsta se dobija pomjeranjem prve i druge vrste za jedno mjesto udesno;
peta i Sesta - za dva mjesta udesno itd., a na upraznjena mjesta stavljaju
se nule.

Sledeéi primjer pokazuje da sistem mozZe biti aperiodi¢no stabilan
a da nijesu zadovoljeni prethodni uslovi.

Primjer 1. Za sistem

(i)l _ 0 1 1
ii?g - -4 —4 9
karakteristiéna jednaclina je

A2 4+4X4+4=0,

a njeni korijeni A\; = A; = —2 i, dakle, sistem je aperiodi¢no stabilan.
S druge strane, za ovaj sistem polinom (2) je

F(2) = 2% + 22° + 42% + 4z + 4,
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a njegovi korijeni su z; 2 = —1 414, z34 = £24, i = /—1, pa prema
tome F'(z) nije Hurvicov polinom.

Veza izmedju uslova (3) i prirode korijena karakteristi¢ne jednacine
(1) moze se rastumaditi pomoéu rezultata izlozenih u [2] (glava XVI, &
14).

Neka su h(u) i g(u) polinomi m-tog stepena, ili prvi m-tog a drugi
(m-1)-og stepena, sa najstarijim koeficijentima istog znaka. Polinomi
h(u) i g(w) Cine pozitivni par ako su njihovi korijeni ui,...,un i
Uty ooyt (T1,...,8%m—1) razliCiti, realni, negativni i medjusobno se
smjenjuju tako da je @1 < ug < U < U < ... < U < Uy < 0 (ug <
U < Uy < Uy < ... < Uy < Uy < 0). :

Lema 1 [2]. Da bi .

f(2) = h(2*) + 29(2?)
bio Hurvicov polinom potrebno je i dovoljno da h(u) i g(u) obrazuju
pozitivni par polinoma.

Na osnovu leme 1, uzimajuéi da je h(u) = A(u) i g(u) = A'(u),
lako je pokazati da su (3) potrebni i dovoljni uslovi da svi korijeni
karakteristi¢ne jednaline (1) budu realni, negativni i razliéiti. Dakle, ovi
uslovi su dovoljni (ali ne i potrebni) za aperiodiénu stabilnost sistema.
Dalje ¢e biti pokazano da se pomocu leme 1 moze ustanoviti rezultat
koji obuhvata i slué¢aj visestrukih korijena. Najprije dokazimo sledeée
tvrdjenje.

Teorema 1. Da bi svi korijeni karakteristicne jednacine (1) bili
realnt 1 negativni potrebno je i dovoljno da svi korijeni polinoma (2)
leze u zatvorenoj lijevoj poluravni kompleksne promjenljive z.

Dokaz. Neophodnost. Pretpostavimo da jednadina (1) ima n-m
prostih negativnih korijena i k negativnih korijena A} < 0,...,A} <0,

respektivno, visestrukosti n; > 2,...,n > 2,11 +...n; = m. Tada se
polinom A()) moZe napisati u obliku
k
AQ) =TT = 2™ ha(), ()
=1

gdje je hi(A) polinom stepena n-m ¢&iji su svi korijeni razli¢iti. Iz (5)
slijedi da je

A d
A =JIA=2)""9(), (=45 (6)
Jj=1
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gdje je

k
=IO - 2)m() + Zns [T = 25)Ra (V) (7)
j:l s=1 _7 1
J#s
Uod¢imo polinom

9= 0= 5m0 ®

Jasno je da je polinom (8) stepena n-m+k i da su svi njegovi korijeni A;
razliditi, realni i negativni; oznadimo ih tako da bude A; < Ay < ... <
An—m+k- Posto je

k
k(X)) = H(A A7) Z

(A= XDAi(A), (9)

W, %,
ik.’l?:l”

biée

ARG, M€ AL AT

fp
ﬁA

B'(X) = (10)
ARi(N), A€ {AL,..., AR}
Jj=1
J#i
S drige strane, na osnovu (7), je
L
H A= XOROS), A é (AL M)
=1 (11)
T H (A - )‘;)hl(}‘z)a )‘i & {)‘IJ ceey Az}
ey
]j#i

Iz (9) i (10) slijedi da je sgn[g(X;)]=sgn[A’(\i)] za Vi € {1,...,n—m+k}
pa je
Dakle, u svakom intervalu (A;, A;4+1) polinom g(}) ima korijen X, ti.
biée

A < 5\1 <A< ... < S\n_}; < Ap—k+1 <0 (13)
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Ovim smo pokazali da polinomi (8) i (9) ¢&ine pozitivni par, pa je, u
skladu sa lemom 1, h(z%) + zg(z%) Hurvicov polinom. Posto je, s druge
strane,

F(2) A(2%) + zA'(2?)

L
[1 - X ) 420, 09

to, ocigledno, polinom (14) ima 2(n-m+k) korijen sa negativnim real-
nim djelovima i 2k imaginarnih korijena %%, /—A;f visestrukosti n; —
1,9 =1,.::,k:

Dovoljnost. Neka polinom (2) ima sve korijene sa nepozitivnim
realnim djelovima. Pretostvimo, radi odredjenosti, da su +i€2, ...,
+4Q), imaginarni korijeni viSestrukostiny > 1,...,n, > 1, respektivno,
a da ostali korijeni polinoma F(z) imaju negativne realne djelove. Tada
se (2) moze napisati u obliku

k
F(z) = [](z* + Q)" e(2), (15)
i=1
gdje je ¢(z) Hurvicov polinom stepena 2(n-m), m = ny + ...+ ny, koji
se moze predstaviti na sledeéi naéin

o(2) = (%) + 2§(=%) (16)
Iz leme 1, ako se ona primijeni na (16), slijedi da su svi korijeni polinoma

h(u) realni i negativni, a kako je, na osnovu (2), (15) i (16),

k
A(zz) = H(22 + Q;%)”jfz(zz), (17)
=1
to ée i svi korijeni polinoma A(X) biti negativni. O

Posledica: I kriterijum aperiodiéne stabilnosti. Za aperiodiénu

stabilnost sistema sa karakteristicnom jednacinom (1) potrebno je i
dovolyno da budu ispunjeni sledeéi uslovi:

an>0,D;>0,j=1,2,...,2n— 2, (18)

Dokaz. Potrebni i dovoljni uslovi za to da polinom (2) ima sve
korijene sa nepozitivnim realnim djelovima jesu da svi glavni dijago-
nalni minori odgovarajuée Hurvicove matrice budu nenegativni [3]. Ovi
uslovi, pokazuje se analogno kao u [1], ekvivalentni su uslovima (18). O
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Primjer 2. Za sistem ¢ija je karakteristi¢na jednadina

M5B+ 9N+ TA4+2=0 (19)
matrica (4) je
5 18 21 8 0 O
4 156 18 7 0 O
D= 0 5 18 21 8 O
0 4 15 18 7 O
0 0 5 18 21 8

0 0 4 15 18 7

a njeni glavni dijagonalni minori su Dy = 5,Ds = 3,D3 = 24,D, =
Ds = Dg = 0. Prema tome, ispunjeni su uslovi (18) i dati sistem je
aperiodi¢no stabilan. U ovom sluéaju, lako je izracunati da je A\; =
Ay = A3 = =11 Ay = =2, §to potvrdjuje prethodni zakljucak.

3. PRIMJENA ERMITOVOG METODA

Pandan kriterijumu formulisanom u prethodnom odjeljku moze se
ustanoviti primjenom metoda kvadratnih formi. Osnove ovog metoda
vezuju se za ime Cuvenog francuskog matematic¢ara Ermita koji je sredi-
nom proslog vijeka (dakle, znatno prije radova Rausa (Routh) i Hurvi-
ca) ukazao na tijesnu vezu izmedju prirode korijena algebarskih jedna-
¢ina i signatura odgovarajuéih kvadratnih formi (v. [2], glava XVI).
Uoéimo kvadratnu formu

S =\(z,Pe), zeR" (20)
sa Henkelovom matricom
n p1 P2 Ps ... Pn-1
pP1 P2 D3 P4 ... Pn
P=1| p p3s ps BP5 ... Pnp1 (21)
Pn-1 Pn Pnt+l Pnt2 .- P2n-2
¢iji su elementip; ( = 1,2,...,2n—2) vezani sa koeficijentima karakte-

risti¢ne jednaéine (1) posredstvom sledecih rekurentnih obrazaca:

aopr + @1pk—1+ ...+ ag-1p1 + kar =0, k <n
(22)
aopk + @1Pph—1+ ...+ @Pr-n=0,k=n+1,...,2n -2
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Naprimjer, iz (22), slijedi

2 3
ai ai as a a10a2 as
1= —"7"pP2= <_> —2_’p3:_<_> +3 P) ===
ap ap ap ap “%) ap

Oznatimo sa P; glavne dijagonalne minore matrice (21).

Teorema 2: IT kriterijum aperiodi¢ne stabilnosti. Da bi sistem
sa karakteristiénom jednaéinom (1) bio aperiodiéno stabilan potrebno
je i dovoljno da su svi njeni koeficijenti pozitivni 1 da budu ispunjeni
sledeét uslovi:

P2>0,P4>0)~--,P2n—2>0§ P2207P3201"'1Pn20' (23)

Dokaz. Koeficijenti kvadratne forme (20) odredjeni obrascima (22)
predstavljaju Njutnove sume korijena karakteristiénog pilinoma A(X)

[4], t.

pe=3 (24)

U skladu sa jednim rezultatom iz [2] (teorema 6, glava XVI), broj
razli¢itih korijena polinoma A(M) jednak je rangu, a broj razli¢itih
realnih korijena - signaturi forme (20). Odavde slijedi da ée svi korijeni
biti realni ako i samo ako je (20) pozitivno semidefinitna forma. Kvad-
ratna forma je pozitivno semidefinitna ako i samo ako su svi dijagonalni
elementi i svi glavni dijagonalni minori matrice te forme nenegativni.
Medjutim, u ovdje razmatranom slucaju, kada su svi korijeni jednaéine
(1) realni, buduéi da je A(0) = a, # 0, na osnovu (24) je py; >
0, 7 =1,...,n — 1. Ostaje da se primijeti da ¢e jednacina (1) bez
kompleksnih korijena imati n negativnih korijena ako i samo ako su svi
njeni koeficijenti pozitivni. O

Napomena 1. Ako je P, = detP # 0, uslovi (23) mogu se zami-
jeniti sa uslovima P, > 0,P3 > 0,...,P, > 0, ¢ tada su svi korijeni
karakteristiéne jednaéine (1) realni negativni i razliéits.

Kriterijum, sadrzan u teoremi 2, ilustrujmo na primjeru 2 iz pret-
hodnog odjeljka. Na osnovu (19), (21) i (22), nalazimo

4 -5 7 11
-5 7T -11 19
7T =11 19 =35
-1 19 =35 67

V2
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Dijagonalni elementi ove matrice su pozitivni, a njeni glavni dijagonalni
minori su P, = 3,P; = 0, P, = 0, tj. ispunjeni su uslovi aperiodiéne
stabilnosti (23).

4. APERIODICNA STABILNOST MEHANICKIH
POTENCIJALNO-DISIPATIVNIH SISTEMA

Razmotrimo linearni autonomni mehanicki sistem sa konaénim bro-
jem stepena slobode opisan vektorsko-matriénom diferencijalnom jed-
nacinom

Aj+BBi+Cqg=0, g€ R™ (25)

gdje je A inercijska matrica, a BB i C su matrice priguenja i krutosti;
pozitivni skalarni parametar § karakterie intezitet disipativnih sila.
Pretpostavlja se da su A i C simetri¢ne i pozitivno definitne matrice
(> 0), dok je B, u opétem sludaju, simetri¢na i pozitivno semidefinitna
(>0). Uobi¢ajeno je da se pomoéu linearne zamjene koordinata z =
A2q, AY2 - pozitivno definitni kvadratni korijen matrice A, sistem
(25) transformiSe na prostiji oblik

i+ BBi+Cz=0 (26)

od koga &e se polaziti u daljim razmatranjima, a gdje je
B = A“Y2BA-Y2 i ¢ = A~1Y2CA-'/2. Karakteristéna jednalina
sistema (26) je

A(N) =det(NI+ABB+C) =0 (27)

na koju, posto se prethodno napise u razvijenom polinomijalnom obli-
ku, mogu biti primijenjeni kriterijumi iz odjeljaka 2 i 3. Medjutim, sa
gledista prakti¢ne primjene, pogodniji su kriterijumi izrazeni direktno
preko matrica B i C jer se pomoéu njih lakSe moze vrsiti analiza
uticaja pojedinih fizi¢kih parametara (npr., karakteristika prigusnica)
na aperiodiénu stabilnost sistema. Na primjer, kad je BC = CB (klasi-
¢no prigusenje) lako je pokazati da je sistem (26) aperiodi¢no stabilan
ako i samo ako je

B2B* —4C >0 (28)

Kriterijum (28) pokazuje da je aperiodi¢na stabilnost ove klase siste-
ma, isto kao i asimptotska stabilnost, moguéa samo kad je disipacija



14 Ranislav Bulatovié

potpuna (B > 0). Naime, opste je poznato da je klasi¢no prigusen
sistem (26) asimptotski stabilan ako i samo ako je B > 0, a takodje,
samo tada je moguée nali pozitivan broj f* tako da je za g > [*
zadovoljen uslov (28), tj. intezivne disipativne sile pretvaraju asim-
ptotsku u aperiodi¢nu stabilnost. Za sisteme sa opstim (BC # CB) i
potpunim prigusenjem postoji nekoliko kriterijuma koji sadrze dovoljne
uslove aperiodi¢ne stabilnosti. Tako, na primjer, klasi¢ni uslov velikog
prigusenja [5]

B*(By,y)* > 4(v,v)(Cy,y) za Vy € R"/{0} (29)

implicira aperiodi¢nu stabilnost. Drugi kriterijumi, laksi za provjeru,
ustanovljeni su u radovima [6], [7], [8]. S druge strane, za razliku
od klasi¢nog, u slucaju opsteg priguSenja moguca je asimptotska sta-
bilnost i kad je disipacija nepotpuna (detB = 0). Za to je potrebno
i dovoljno da nijedan modalni vektor odgovarajuceg konzervativnog
sistema ne lezi u nultom podprostoru matrice prigusenja B. Interesa-
ntno je pitanje: Moze li asimptotski stabilan sistem sa nepotpunim
priguSenjem biti aperiodi¢no stabilan?

Naredna analiza pokazuje da je za m=2 (dva stepena slobode)
odgovor na prethodno pitanje negativan. Zaista, u tom slucaju, ne
umanjujuéi opstost razmatranja, moze se uzeti da je

(10 ; _ [ ¢ c3
p=(10) 1 o=(22) @

pri Cemu koeficijenti krutosti zadovoljavaju uslove:
c1>0,c1ca— ¢35 >0, c3#0 (31)
Karakteristi¢na jednacina sistema (26), (30) je
A4 BA% 4 (e + c2) A% + Bead + cico — cg =0, (32)

a svi njeni korijeni pod uslovima (31) imaju negativne realne djelove.
S druge strane, funkcija (), odredjena jedna¢inom (32), ima sledeée
osobine: (A) > 01 B”(A\) > 0za X < 0,8 - oo kad A —» —0 i
B — oo kad A — —oo. Dakle, za svaki pozitivan broj 8 jednacina (32)
ima najviSe dva realna korijena pa asimptotski stabilan sistem sa dva
stepena slobode i nepotpunim priguSenjem ne moze biti aperiodiéno
stabilan. :
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