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O DISIPATIVNIM SISTEMIMA SA
PROZIMAJUCIM PRIGUSENJEM

Izvod

Razmatraju se linearni autonomni mehanicki sistemi sa kona¢nim
brojem stepena slobode, izlozeni dejstvu potencijalnih i disipativnih
sila. Izvedena su dva kriterijuma koji sadrze potrebne i dovoljne uslove
prozimajuceg prigusenja (asimptotske stabilnosti) djelimi¢no prigusenih
sistema. Osim toga, pokazano je da priguSenje razmatranog sistema ne
moze biti prozimajuée ako spektar sistema redukovanog na nulti
podprostor matrice prigusenja sadrzi viSestruke frekvencije. Dato je
nekoliko primjera koji ilustruju primjenu dobijenih rezultata.

ON THE DISSIPATIVE SYSTEMS WITH PERVASIVE DAMPING
Abstract

The linear autonomous mechanical systems with potential and dissi-
pative forces are treated. Two criteria containing necessary and suffici-
ent conditions of pervasive damping (asymptotic stability) of such parti-
aly damped systems are derived. It is also shown that the damping of the
system in study can not be pervasive if the spectrum of the system
which is reduced to the null subspace of the damping matrix has multi-
ple eigenfrequencies. Several examples are used to illustrate the condi-
tions.
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1. UVOD

Jedan od osnovnih modela linearne teorije oscilacija je viskozno
priguseni elasti¢ni sistem sa kona¢nim brojem stepena slobode. Njegovo
kretanje je opisano vektorsko-matricnom diferencijalnom jednacinom

Aj+BG+Cq=0,geR" (1)

gdje su 4, B i C realne simetriéne n x n matrice. Inercijska A4 i

~

matrica krutosti C su pozitivnho definitne (> 0), dok je matrica
prigusenja B , u opsStem slucaju, pozitivno semidefinitna (>0).

Opste je poznato da je sistem (1) sa potpunim priguSenjem (E >0)
asimptotski stabilan (limg(¢) = 0 za svako rjesenje ¢(z)jednacine (1)),

t—
a u slucaju djelimi¢nog prigusenja (E >0) on je ili asimptotski
stabilan (tada se govori o prozimaju¢em priguSenju) ili dopusta bar
jedno harmonijsko kretanje (rezidualno kretanje).

Algebarski, prozimaji¢e prigusenje se karakteriSe zahtjevom da svi
korijeni karakteristiénog polinoma sistema (1) imaju negativne realne
djelove, a prisustvo Cisto imaginarnih korijena ukazuje na egzistenciju
rezidualnih kretanja. O prisustvu prozimajuceg prigusenja moze se
suditi 1 na osnovu ostalih kriterijjuma asimptotske stabilnosti opstih
linearnih sistema, recimo Raut-Hurvicovog, ali su razvijani, iz
prakti¢nih razloga, i kriterijumi specijalizovani za sisteme oblika (1).
Nedavno je u radu [1], motivisanim dugom diskusijom o intuitivnom
prepoznavanju egzistencije rezidualnih kretanja u konkretnim sistemima
(v., spisak referenci u [1]), pokazano da u slucaju kada su kruzne

frekvencije odgovarajuéeg konzervativnog sistema (B =0) proste

(medusobno razli¢ite) a matrica priguSenja oblika &B, 0 <& <<,
prigusenje je prozimajuée ako ni jedan sopstveni vektor konzervativnog

sistema ne leZi u nultom prostoru matrice B . Ovaj rezultat, kao §to je
naglaseno u [2], je specijalan slucaj starijeg rezultata [3], koji je
formulisan bez ogranicavajuce pretpostavke o malom prigusenju. U
radu [4] je pokazano da je djelimicno priguseni sistem (1) asimptotski
stabilan ako i samo ako je rang nxn’  matrice
S I B~ N TR IR BN I
(B A 'CB o1 (4 )" 1B)jednak broju stepeni slobode
sistema. Takode, na osnovu ranga prethodne matrice odreden je broj
neprigusenih oscilatornih modova djelimi¢no priguSenog sistema (1) i
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pokazano da se takav sistem pomocu odgovarajuce linearne
transformacije moze transformisati na dva raspregnuta podsistema od
kojih je jedan neprigusen a u drugom je prigusenje prozimajuce [5].

U ovom radu izvedana su dva alternativna kriterijjuma gore
navedenim, koji sadrze potrebne i dovoljne uslove prozimajuéeg
priguSenja sistema (1). Prvi (teorema 1) se odnosi na sisteme zapisane u
standardnim modalnim koordinatama (normalnim koordinatama para

matrica A i C), a drugi (teorema 2) u normalnim koordinatama para

A i B . Osim toga, dokazana je teorema 3 prema kojoj je razli¢itost
kruznih frekvencija konzervativnog sistema dobijenog redukovanjem
polaznog sistema na nulti podprostor matrice prigusenja neophodan
uslov prozimajuceg prigusenja.

2. ALTERNATIVNI KRITERIJUMI PROZIMAJUCEG PRIGUSENJA

Uobicajeno je da se pomocu linearne zamjene koordinata
x=A"q, A"?- pozitivno definitni kvadratni korijen matrice 4,
sistem (1) transformiSe na prostiji oblik

X+Bx+Cx=0 2)
od kojeg ¢e se polaziti u daljim razmatranjima, a gdje je
B=A"2B4™"? i C=A"2CA™"*. Pretpostavljajuéi rjesenje
jednacine (2) u obliku x = X exp(At), prelazi se na sopstveni zadatak

(PI+IB+C)X =0, 3)
gdje je I jedini¢na matrica reda n, a kompleksni broj A i n-dimenzioni
kompleksni vektor X koji zadovoljavaju (3) su sopstvena vrijednost i
sopstveni vektor sistema (2), respektivno. Realnim i ¢isto imaginarnim

sopstvenim vrijednostima odgovaraju realni sopstveni vektori. Postoji
2n sopstvenih vrijednosti koje su korijeni karakteristi¢ne jednacine

A(A)=det(A*T + AB+C)=0 4
Kada su sve sopstvene vrijednosti A ; proste ili kvaziproste (sopstvenoj
vrijednosti viSestrukosti k odgovara k nezavisnih sopstvenih vektora),
opste rjesenje jednacine (2) je oblika

x(t) = 2ch X exp(A;0) (5)

J=
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gdje se integracione konstante C j odreduju iz pocetnih uslova. Ako je
A i degenerisana sopstvena vrijednost onda u opStem rjeSenju figuriSe

sekularni ¢lan — polinom po t uz exp(4,7).

S druge strane, poito je B=B" >0 i C=C" >0, svi korijeni
karakteristiéne jednaGine imaju nepozitivne realne djelove (Re A <0)
(v.,npr., [6]), a iz stabilnosti sistema (2), koja je direktna posledica
teoreme o promjeni energije, zakljucuje se da je svaki visestruki Cisto
imaginarni korijen jednacine (4) kvaziprost. Prema tome, svako rjeSenje
x(t) jednagine (2) bi¢e priguseno ako i samo ako karakteristi¢na
jednacina (4) nema Cisto imaginarne korijene.

Kljuénu ulogu u izvodenju kriterijjuma proZimajuceg prigusenja
(KPP) sistema (2) ima sledece tvrdenje.

Lema 1 [5]. Neka je (iw,X), weR, X eR", i=~-1,
sopstveni par zadatka (3). Tada su (a)2 ,X) i (0,X) sopstveni parovi

matrica C i B, respektivno.
2. 1. KPP u modalnim koordinatama

Posto je matrica krutosti C simetri¢na, postoji ortogonalna matrica
O koja transformacijom slicnosti matricu C transformiSe na

dijagonalnu matricu Q (Q7CQO =Q) &iji su dijagonalni elementi
kvadrati kruznih frekvencija odgovaraju¢eg neprigusenog sistema,

odnosno korijeni frekventne jednacine

det(—A + C)=0 ©)
Matrica Al/zQ zove se modalna matrica sistema (1), a koordinate
Y= ,) ER", koje se uvode linearnom transformacijom

x=0y (odnosno ¢ = A"?Qy) su modalne koordinate sistema. U
ovim koordinatama jednacina (1) je oblika

V+Ry+Qy=0, (7)
gdje je

R=0"DO (8)
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modalna matrica prigusenja.

U daljim razmatranjima dopusta se mogucnost viSestrukih kruznih
frekvencija tipi¢na za simetri¢ne oscilatorne sisteme. Tada se matrica
(2 moze napisati u blok-dijagonalnom obliku

. 2 2
Q=diag(oi 1, ,...0,1, ), )
gdje je 0)12 # a)22 ‘o E a)rz, a ]n‘ je jedini¢na matrica reda n; >1,
J

n,+..+n.=n. Modalna matrica priguSenja (8) rasSClanjena na
blokove saglasno podjeli (9) je oblika

Ry iRpi-i Ry
R, 'R, !|. 'R
R= __ZL_:r__zg_i__i__%V_ (10)
[ IO S A EE
er i RrZ i i Rrr

Teorema 1. Prigusenje sistema (7),(9),(10) je prozimajuée ako i
samo ako je

rankRjj =n;, j=l..,r (11)

Posledica 1. Ako su sve kruzne frekvencije proste, prigusenje je
prozimaju¢e samo tada kada su svi dijagonalni elementi modalne
matrice prigusenja razli¢iti od nule.

Slede¢i nedavni rezultat [2] je takodje direktna posledica teoreme 1.

Posledica 2. Ako je max(n i)> rankR , onda prigusenje nije
J
prozimajuce.
Zaista, s obzirom da je rankR > rankR; za Vj€{l,...,r}, to

uslovi (11) ne mogu biti zadovoljeni kada je max (7 F )> rankR .
j :

Dokaz teoreme 1. Prvo, pretpostavimo suprotno tvrdenju teoreme 1,
da su zadovoljeni uslovi (11) a da je A=iw, @R, korijen

karakteristi¢ne jednacine (4), a X € R” njemu odgovarajuéi sopstveni
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vektor. Tada je, na osnovu leme 1, QX = @’ X , 1.

= {a)lz,,a)rz} . Uzmimo, radi odredenosti, da je o = a)l2 . Tada,

iz QX = a)zX, imajuéi u vidu da je a)J2 * 0)12 zaj=2,...,r, nalazimo
|

daje X=(X 10)", X,eR", paje X' RX=X/R, X,

Odavde, posto je prema lemi 1 XTRX=0 i R>0, slijedi

R, X, =0, odnosno X, =0 jer je rankR,, =n,. Postoji, dakle,

kontradikcija 1 pod uslovima (11) svi korijeni karakteristi¢ne jednacine
imaju negativne realne djelove.
Pretpostavimo sada da nije zadovoljen neki od uslova (11), recimo,

neka  je rankR,, <n,. Mozemo smatrati da  je
Ry, =diag(n,,....,r,,, ); u protivnom to se moZe posti¢i pomocu
ortogonalne transformacije koja ne mijenja strukturu matrice €2. Posto
je rankR,; <n,, to je bar jedan od dijagonalnih elemenata, recimo
7y, dijagonalne matrice R;; jednak nuli. Medutim tada, kako je

matrica R pozitivno semidefinitna, moraju i svi elementi prve vrste i
prve kolone te matrice biti jednaki nuli, odnosno sistem (7) se razdvaja
na dva podsistema od kojih prvi izvodi nepriguseno harmonijsko

kretanje sa kruZznom frekvencijom @), . o

Primjer 1. Razmotrimo sistem sa dva stepena slobode prikazan na
sl. 1, koji se sastoji od dva translatorno pokretna tijela jednakih masa m,

vezanih za elasti¢ne opruge krutosti ¢; 1 C,, 1 viskoznog prigusivaca sa

=4 =g

CI B Cz
% N
] m T— = W

SL1.

koeficijentom prigusenja [3.
Za razmatrani sistem su:
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R B(1 SN (e 0

m( -1 1) m\ 0 ¢,
Ocigledno je R>0, rankR=1, i, dakle, sistem je djelimi¢no
prigusen. Kad je ¢; # ¢,, na osnovu posledice 1 teoreme 1, prigusenje

je prozimajucée i, prema tome, svako kretanje je priguseno. U slucaju
C; = C,, na osnovu posledice 2 teoreme 1, priguSenje nije proZimajuce,

odnosno moguca su kretanja na kojima ne dolazi do rasipanja energije.
Ocigledno, to su takva kretanja pri kojima obije mase harmonijski

osciluju sa kruznom frekvencijom 4/c;/m , jednakim amplitudama i

fazama, tako da tijela relativno miruju jedno u odnosu na drugo i, dakle,
priguSnica ne izaziva rasipanje energije.

2. 2. KPP u normalnim koordinatama para (4, B )

Analogno modalnim koordinatama uvedenim na racun svojstva
simetri¢nosti matrice C, mogu se uvesti i normalne koordinate u
odnosu na simetri¢nu matricu priguSenja B (odnosno par matrica A i

~

B polaznog sistema (1)). Neka je k =rankB, 1 < k < n. Postoji
ortogonalna matrica S (S7S =1) koja transformacijom sli¢nosti

matricu B transformise na dijagonalnu matricu D (S’ BS = D),
koju je pogodno zapisati u obliku podijeljenom na blokove

D—D“EO 12
Lo o (12)

gdjeje Dy, =diag(d,,....d;), d; >0 za Vj e {l,....k},

k = rankB . Linearnom zamjenom koordinata

x:S(-‘-}j,ve‘Rk,ueiR”_k (13)

u

jednacina (2) se transformise na oblik
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HEEEH MRV WS

gdje je
P, P
P=S5"CS :(Pl;”j (15)

transformisana matrica krutosti podijeljena na blokove saglasno podjeli
matrice D .
Uvedimo sljedec¢u k(n-k)x(n-k) matricu

F:(P21 PP, Pznz_k_lpzl)T (16)

Teorema 2. Prigusenje sistema (14) je prozimajuce ako i samo ako je
rankFF=n—k (17)
Ako je rankP, =n —k , tada je rankF' =n — k i iz teoreme 2
slijedi
Posledica 3. Ako je rankP,, = n — k tada je priguSenje sistema
(14) prozimajuce.

Dokaz teoreme 2. Pretpostavimo, suprotno tvrdenj teoreme 2, da je

rankFF=n—k

Vv
a da priguSenje nije prozimajuce, tj. da je (i@, X :(UJ ), @#0,

VeRt, UeRr™™*, sopstveni par zadatka (3). Tada je, na osnovu

leme 1, DX =0 i PXZCOZX, odakle slijedi V' =0, a zatim

P,U=01iP,U= »*U. Poslednje dvije relacije dovode do
B,PLU =0,j=0,1,..,nk-1 (18)
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ili, zapisano u ekvivalentnom obliku, F'U =0, odakle, s obzirom da je
UeR"™ i rankF=n—k, slijedi da je U=0, o je u
kontradikciji sa polaznom pretpostavkom.

Pretpostavimo sada da je rankF < n — k. Tada postoji nenulti (n-

k) dimenzioni vektor U takav da su zadovoljene jednacine (18). S
druge strane je

m
U=>U,, U, e{UeR"*:P,U=3U}, (19)

i=l
gdje su /11. , 1 =1,....m< n-k, razli¢ite sopstvene vrijednosti pozitivno

definitne submatrice P, . UnoSenjem (19) u (18) dobijamo

m

Y A PyU; =0,j=0,1,...n%1 (20)
i=l

odnosno,
P,TA=0, 1)

gdje su kolone (n-k)xm matrice 7" vektori U, a vrste mx(n-k) matrice

A su vektori (1,4, ,...,i?_k_l ). 1z (21) slijedi B,7 =0, odnosno
P,U.=0,i=12,...,m (22)

jer je, zbog ﬂ,l. * ﬂ,j , rankA = m . Konaéno, posto je U # 0, mora

postojati bar jedan sopstveni vektor U, matrice P,, za koji je
. 7
P,U, =0, atada je X = (O U Z.T) sopstveni vektor zadatka (3)

kojem odgovara imaginarna sopstvena vrijednost 74/ A; .0

Teoremu 2 primijenimo na slede¢i sistem, koji je s tacke gledista
egzistencije rezidualnih kretanja razmatran u [7].

Primjer 2. Na slici 2 prikazan je sistem sa Cetiri stepena slobode koji
osciluje u horizontalnom pravcu, a ¢ine ga Cetiri tijela, svako jedini¢ne
mase, opruge jedini¢nih krutosti i dva prigusivaca istog koeficijenta
prigusenja . Provjerimo da li je priguSenje u ovom sistemu
prozimajuce.
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. c c c c c .
o] A 1 AW 1 PAAA 1 A
T T
SI.2.

I -1 0 O 2 -1 0 O

B=p -1 1 0 O C- -1 2 -1 0 23
0O 0 1 -1 o -1 2 -1
0 0 -1 1 0O 0 -1 2

-1 0 1 O
1 0 1 0
S= Q (24)
210 -1 0 1
0 1 0 1
transformacijom sli¢nosti matrice B i C transformise na oblike
1 0.0 0
; 0 1.0 0
D — S BS — 2[6 O ........ ......... (25)
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6 1.0 -1

. 111 6.1 0
P=STCcS==| -~ o (26)

200 1.2 -1

-1 0:-1 2

Iz (25) slijedi k=rankD =2, a iz (26), u skladu sa ranijim
oznacavanjem,

0 -1
2\1 0

odakle je rankP, =2 (=n—k). Prema tome, na osnovu posledice

3, zakljucuje se da je prigusenje ovog sistema prozimajuce, tj. sva
njegova kretanja su prigusenog karaktera.

Ograni¢imo, uvodenjem linearnih veza, kretanje razmatranog sistema
na nulti podprostor matrice disipativnih sila. Tako dobijeni redukovani
sistem sa (n-k) stepena slobode je ocigledno nepriguSen, a njegove
kruzne frekvencije su korijeni sopstvenih vrijednosti (n-k) dimenzione
podmatrice P, u (14). Vazi sledeCe tvrdenje koje daje neophodan

uslov prozimajuceg prigusenja polaznog sistema.

Teorema 3. Ako je priguSenje sistema (14) prozimajuce, onda su sve
sopstvene vrijednosti matrice P,, medusobno razlicite.

Dokaz. Ako se neprigusSeni oscilatorni sistem sa n stepeni slobode
podvrgne dejstvu linearne homogene veze, onda ¢e prema Rejlijevoj
teoremi o uticaju veza na kruzne frekvencije (v., npr., [8]), za tako
dobijeni sistem sa (n - 1) stepen slobode vaziti sledece:

1) Ako su kruzne frekvencije polaznog sistema medusobno razlilite,
tave ¢e biti 1 frekvencije redukovanog sistema; pri tome neke od njih,
zavisno od oblika veze, mogu ostati nepromijenjene.

2) Visestruka kruzna frekvencija redukovanog sistema je takode
kruzna frekvencija polaznog sistema iste, ili za jedan vece, visestrukosti.
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Za dokaz teoreme 3, dovoljno je, na osnovu prethodih zakljucaka,
pokazati da viSestruka kruzna frekvencija polaznog sistema figurise kao
prosta frekvencija, ili je nema, u spektru sistema redukovanog na nulti
podprostor matrice prozimajuceg prigusenja.

Pretpostavimo, ne umanjujuci opstost, da je jedna kruzna frekvencija
odgovarajuceg neprigusenog sistema, recimo @, videstrukosti § =2, a
sve ostale neka su proste. Tada se u modalnim koordinatama

T T T - . C
vy =(£,n), £eRY, neR™, matrice krutosti i prigusenja
zapisuju u obliku

ool 0] R:(@_l_.fﬁlz} (28)
' Ry ¢ Ry

gdieje Q= diag(a)sz+1,...,a),f), w,70; Vi# je{l,s+L..,n},
a sobzirom da je priguSenje prozimajuce na osnovu teoreme 1 je
rankR,, = s <k =rankR . Redukciju razmatranog sistema na nulti
podprostor matrice prigusenja

{yeR":Ry=0} (29)
mozemo izvrsiti tako §to ¢emo prvo redukovati sistem na podprostor

{yeR":R\E+R,m=02{yeR":Ry=0}  (30)

a zatim tako dobijeni (n — s) dimenzioni sistem redukovati na nulti
podprostor njegove matrice prigusenja. Lako se pokazuje, primjenom
Lagranzovog postupka, da su u redukovanom (n — s) dimenzionom
sistemu matrice inercije, prigusenja i krutosti sledeceg oblika

~ ~

A=I _+® B=R,-®,C=Q+0’d (31)

n—s

gdje je O = RszRl_llRlz. Kvadrati kruznih frekvencija odgovarajuceg

neprigusenog sistema su korijeni polinoma

A(A)=det(—AA+ C)=det(Q - AL, + (0} - A)D)  (32)
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Kako je

n—s
2 A 2 2 2
ANay)=det(Q -1, ) =] [(o],, o) %0 (33)
j=1
to @, ne figuriSe u spektru neprigusenog sistema redukovanog na

podprostor (30), a samim tim nece se pojaviti ni kao viSestruka
frekvencija sistema redukovanog na podprostor (29). o

Primjer 3. Razmotrimo sistem sa tri stepena slobode prikazan na sl.
3, koji Cine tri translatorno pokretna tijela jednakih masa m, vezana
elastiénim oprugama jednakih krutosti ¢ 1 prigusiva¢ sa koeficijentom

prigusenja /3.

4 =g

10 3 -1 -1
p=Plo o ol.P=S|-1 1 o (34)
m m
00 0 1 0 1

Ocigledno je k=rankD =1, a sopstvene vrijednoosti podmatrice
P, =—diag(1,]) su jednake i, prema teoremi 3, priguienje nije
m

prozimajuce. Provjerimo ovaj zaklju¢ak primjenom teoreme 2. Matrica
(16) je
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F=— , 5 (35)

paje rankF =1 inije ispunjen uslov (17), jerje n —k =2.
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