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I1zvod

U radu se istrazuje stabilnost lineamog nekonzervativnog mehani¢kog
sistema sa giroskopskim, cirkulacionim i potencijalnim silama. Dokazuje se
nekoliko teorema koje sadrze uslove stabilnosti (nestabilnosti) formulisa-
nih, direktno ili indirektno, preko koeficijenata opisnih matrica sistema.

ON THE STABILITY OF DYNAMICAL SYSTEMS WITH
GYROSCOPIC, CIRCULATORY AND POTENTIAL FORCES

Abstract

The paper investigates the stability of linear non-conservative mecha-
nical systems subjected to potential, gyroscopic and circulatory forces.
Several stability theorems are proved. The stability (instability) conditions
given by the theorems are either directly or indirectly in terms of the coef-
ficients of system matrices.
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1. UvOD

U radu razmatramo lineami autonomni dinamicki (mehanicki) sistem
sa konacnim brojem stepena slobode opisan vektorsko-matricnom dife-
rencijalnom jednac¢inom

Aq+Bg+(¥+C)q=0, qg9T (€]

gdje su: A-inercijska matrica koja je simetriCna i pozitivho definitna
(A =Ar=0); B=-BT1i N =-NT ~ matrice koeficijenata giroskop-
skih i cirkulacionih (poloZajno nepotencijalnih) sila, respektivno; ¢ = Cr~
matrica potency alnih (konzervativnih) sila. Linearnom zamjenom koordi-
nata x = J12”,gdje jl12 predstavljapozitivnodefinitnikvadratnikorijen
matrice A, sistem (1) se transformiSe na prostiji oblik

X+ Gx+ (P + K)x =0, (2)

od koga ¢e se polaziti u daljim razmatranjima, a gdje je
G=-GT=AT2BA 72, P=-P1 = A-"2NA~V2 i
K= KT = A~"2CA~'12

Stabilnost opisanog sistema defmiSe se kao stabilnost, po Ljapunovu,
trivijalnog rjeSenjajednacine (1), odnosno (2), i onaje, u skladu sa teorijom
lineamih sistema, u potpunosti odredena prirodom sopstvenih vrijednosti
karakteristiCne matrice pridruzene jednacini (2) (v., npr., [1]). Medutim,
ispitivanje spektra karakteristicne matrice sistema (2) sa velikim brojem
stepena slobode je komplikovano, narocito kada matrice pojedinih sila nijesu
specificirane vec zavise od odredenih fizickih i/ili geometrijskih parametara.
iskazani direktno ili indirektno preko koeficijenata opisnih matrica sistema.
Najstariji rezultat toga tipa je LagranZova (Lagrange) teorema, koja
pokazuje da je za stabilnost konzervativhog sistema (G =0, P = 0)
neophodno i dovoljno da matrica potencijalnih sila bude pozitivno definitna.
Pitanje stabilnosti konzervativno-giroskopskog sistema (P=0) je klasi¢an
zadatak postavljen u radovima Tomsona (Thomson, Lord Kelvin) i Tete
(Tait) 1879. godine, a koji joS uvijek nije rijeSen u cjelosti (v. [2], [3]).
Stabilnost sistema (2) u odsustvu giroskopskih sila (G=0) razmatrana je u
radu [4], gdje je dat i pregled ranijih rezultata. Osim toga, poznato je da
sistem (2) pri istovremenom dejstvu potencijalnih, giroskopskih i
cirkulacionih sila ne moZe biti asimtotski stabilan, kao i da je sistem
nestabilan ako je ispunjen bar jedan od slijedecih uslova:
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A) K< 0 inneparno [5];

B) K<0iP = a G, gdjejea realan broj razli€it od nule [6];

C) PG =GP - al, gdjeje a realan broj a |l je jedini¢na matrica [7];
D) Tr(GP) * 0 [7], [8];

E) 4K-G2 < 0[8]-

U ovom radu, u narednom odjeljku, izveden je kriterijum stabilnosti
sistema (2) formulisan preko uslova pozitivne definitnosti jedne matrice
Hankelovog (Hankel) tipa Ciji su koeficijenti, posredstvomNjutnovih (New-
ton) formula, povezani sa koeficijentima karakteristicnog polinoma. U
trecem odjeljku prvo se pokazuje da pod uslovom E korijeni karakteristi¢nog
polinoma ne mogu biti Cisto imaginami brojevi, a zatim se dokazuju dva
nova kriterijuma nestabilnosti koji su formulisani direktno preko opisnih
matrica sistema.

2. KRITERIJUM STABILNOSTI

Pretpostavljajuci rjeSenje jednacine (2) u obliku x = X exp(J1r), gdje
je X konstantni kompleksni vektor, a t vrijeme, dolazi se do sopstvenog
zadatka

(222 + 2G + P+ K)X = 0, 3)

odakle slijedi karakteristiCna jednacina

A(T) = det(22/ + AG + P + K) = 0,

ili, u razvijenom obliku,

N(A) - A2" + a}A2"~"'+ a2An~2+...+an =0 @)

gdje su ai polinomi u odnosu na koeficijente opisnih matrica sistema. Za
razmatrani sistem je a} = 0, paje za stabilnost sistema neophodno da svi
koeficijenti uz nepame stepene karakteristicnog polinima budujednaki nuli.
U protivhom, ako je bar jedan od tih koeficijenata razli€it od nule,
karakteristicna jednacina (4) ¢e imati korijen sa pozitivnim realnim dijelom
[8] i, dakle, sistem Ce biti nestabilan.

Pretpostavimo da su:



116 Ranislav M. Bulatovié
a2, ! =0,i =2,3,...u

Posto je tada A1) = O,(-J1), sistem (2) e biti stabilan ako i samo ako su
realni djelovi svih korijena karakteristi¢ne jednacine jednaki nuli i ti korijeni
kvaziprosti (tj., svakom korijenu /1 videstrukosti k odgovara K nezavisnih
sopstvenih vektora x ). Sto implicira da sva ijeSenjajednacine n-tog stepena

Un +bjln"l+..+bn =Q,b, =ai (5)

dobijene iz (4) smjenom g = /12, treba da budu nepozitivni realni brojevi.
Uvedimo Njutnove sume (simetri¢ne funkcije korijena /1y jednacCine

®)

n

% , kK=0,1,2,...

i pomocu njih formirajmo Hankelovu kvadratnu formu

SNy, YYTHnY , 3y (6)

gdjeje
S0 5, Ss?
b, s 5
S2 A4
H n
@)
N

VeliCine sk mogu se izraziti preko koeficijenata bi, odnosno a,, posred-
stvom Njutnovih formula:

=n’sk -kan,k <n\
sk =-5k }a2-. .—3K_na2r|,|<=r| + \,n +9,.. J (8)

Diskriminanta 6 = det Hn kvadratne forme (6) jednaka je diskrimi-
nanti karakteristine jednacine (4), tj.



O stabilnosti dinamickih sistema sa giroskop., cirkulac. i potencij. silama 117

a broj razlicitih realnih rjeSenja te jednacine jednak je signaturi forme (6)
(v., npr., [9]). Odavde, imaju¢i u vidu i Dekartovu teoremu o broju
pozitivnih korijena polinoma [10], slijedi da su korijeni jednaCine (5)
razliciti negativni realni brojevi ako i samo ako su svi koeficijenti te
jednacCine pozitivni a kvadratna forma (6) pozitivho defmitna. Tako je
dokazana
Teorema 1. Ako su ispunjeni sljedeci uslovi
a) azi } =0, (i=2,...,n); b)azj >0 (J=1,...,«); ¢c) Hh=0
ondaje sistem (2) stabilan.
Napomena 1. Za klasu sistema za koju je 3 / O, Sto je dovoljno opsti
slu€aj, uslovi prethodne teoreme su neophodni i dovoljni za stabilnost
sistema, dok je teorema neprimjenljiva u slu€aju kadaje 6 = 0

Iz kriterijuma D slijedi da je sistem (2) sa dva stepena slobode pri
istovremenom dejstvu giroskopskih i cirkulacionih sila nestabilan nezavisno
od potencijalnih sila. Sljede¢i primjer pokazuje da sistemi sa tri stepena
slobode mogu zadovoljavati uslove teoreme 1, tj. takvi sistemi mogu biti
stabilni.
Primjer 1. Razmotrimo sistem (2) sa tri stepena slobode opisan matricama

0 -2 U o -1

KarakteristiCna jednaCina ovog sistema je

N6+ 904 +(9+3p2) /2 +3p2 +1=0

i njeni koeficijenti, oCigledno, zadovoljavaju uslove a i b teoreme 1. Ostaje
da se provjeri uslov ¢. Pomocu formula (8) nalaze se koeficijenti matrice
H.:

s0=3, 5 - -9, s2 =-6p~ +63
s3 = 3(24/ -163), 14 = 9(2p4 —84/7 +427).

Prema Silvestrovom (Sylvester) kriterijumu, odgovaraju¢a matrica je
pozitivno definitna ako i samo ako je

18(6-/)=0
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£ = 54(5-p2) (/-2)? >0

paje, na osnovu teoreme 1, sistem (2), (9) stabilan ako je
p2 €[0,2) <->(2,5) * Prema napomeni 1, za ostale vrijednosti parametra

p,osimzap =2i p2 =5 kadje 6 = 0, sistemje nestabilan.

3. KRITERIJUMI NESTABILNOSTI

Kriterijum E, dokazan u radu [8], ustanovljen je primjenom direktnog
metoda Ljapunova. U tom slu€aju, blizu informaciju 0 prirodi korijena
karakteristicne jednacine daje
Teorema 2. Kadje Q2?2 < 0> ta™a korijeni karakteristi¢nejednacine
(4) ne mogu biti Cisto imaginarni.

Dokaz. Pretpostavimo, suprotno tvrdenju teoreme 2, da je 2 = ico,
O e g?, korijen karakteristi¢ne jednacCine (4), a X = Xt +iX2,

Xj,X2 e9?" | jediniCni sopstveni vektor (X*X = 1,X* = X[ —iX2)
kojiodgovaratomkorijenu. Mnozeci (3) skalamo sa > istavljajuéi 2 = ico
slijedi

— €02 +icoX*GX + X*PX + X*KX — Q1 (10)

Posto je GT =-G= P1 =-P i K1 =K>10Je X*GX = 2iX}GX2,
X*PX = 2iX,rPX2 i X'KX = X[KX] + X2KX2. Ako se uvedu realne
veliCine g = 2X[GX2, p = 2X[PX? i k = X*KX> jednacina (10)
postaje

co2 +cog-ip-k =0,
odakle slijedi daje p =0 idaje
co2 +cog -k =0
Dobijena kvadratna jednacina po co ima realno rjeSenje samo ako je
g2+4&>0. (11)
S druge strane, na osnovu Kosi-Svarcove (Cauchy-Schwarz) nejedna-
¢ine je

g2 = [X*GX]2 < -X*G2X

paje
g? +4k< X\4K-G2)X.
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Odavde, zbog negativne definitnosti matrice 4X' (J2, slijedi da je
g2 + 4k < 0, ato je u suprotnosti sa (11). Postoji, dakle, kontradikcija, i
time je teorema 2 dokazana.
Teorema 3. Akoje P #0, a matrice G,P i K medusobno komutativne,
ondaje sistem (2) nestabilan.

Kadje K = al, a e 91, prethodna teorema se svodi na kriterijum C,
tj. ona predstavlja uopstenje tog rezultata.
Dokaz. PoSto su matrice G = -GT,P = -P1 i K= KT niedusobno
komutativne, na osnovu teoreme o istovremenoj redukciji vise matrica na
kanonske oblike [11], slijedi da postoji ortogonalna matrica Q takva da
su:

10 r 10 r n
QTGQ = G =diag 0,...,0 k< i :
W .10 1 0 KT g 9o

(o r “0 I n
QTPQ = P =diag - ,0,...,0 < i .
L T IR T o Ms, Py edl;

_ 10 0
QrkQ=K=diag K| o1 K 0 1j'|+|o-j'| , r-max(k,m), k} e 91.

Uvodeéi novu promjenljivu y smjenom x = Qy, jednacina (2) se
transformiSe na jednacinu

y+Gy+ Py+Ky=0
koja, zbog P w. O, sadrZi najmanje jedan podsistem sa dva stepena slobode
sa cirkulacionim silama, a Cijaje matrica krutosti proporcionalnajedini¢noj
ili nula matrica. 1z nestabilnosti takvog podsistema slijedi nestabilnost

polaznog sistema (2).
Neka je Tr(K) trag matrice Kk a N(G) euklidska norma matrice

Tr(K) = St "(G) = Zs? 1

Teorema 4. Sistem (2) je nestabilan akoje

2Tr(K) + KLIP)<B. (12)

Kad je (7 =0, uslov (12) svodi se na kriterijum nestabilnosti

cirkulaciono-potencijalnog sistema [7], aakoje p=0i K® 0, on se

poklapa sa nedavno izvedenim uslovom nestabilnosti konzervativno-
giroskopskog sistema [12].
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Dokaz. Posto je qt - , postoji ortogonalna matrica Q koja
matricu G transformiSe na kanonski oblik
A 0o ! A
QTGQ = G =diag 9} Sk ] 0
vy 10 - 7

Smjenom X = QY, jednacina (2) postaje

y+Gy+ Py+Ky=0,

gdjeje P =-P1 = QTPQ i K= K1 = QTKQ 1 Sadaje lako pokazati da
je u karakteristicnom polinomu

O0UT) = det(A21+ GX + P + K)

koeficijent uz [2"-21

=X4 +Xs- = Tr(K) +1 N(G),
odnosno

a2 = Tr(K) + *"N(G),

jer su euklidska norma i trag matrice invarijantni u odnosu na ortogonalne
transformacije.

PokaZimo da iz uslova (12) slijedi nestabilnost sistema. Zaista, s obzirom
na strukturu ¢lanovakarakteristi¢nogpolinoma A(J1), moguéa su dva slucaja.

Prvi slucaj: 4,(1) ¢ O,J1). Tadaje, u skladu sa razmatranjima odjeljka
2, sistem je nestabilan nezavisno od koeficijenta a2.

Drugi slucaj: A1) = A(—J1). Pretpostavimo da su realni djelovi svih
korijena karakteristiCne jednacCine jednaki nuli, tj. Jlyy+l = -
(Oj e9?,j = . Prema Vietovim (Viete) formulama je

<X X0
J<
Sto je pozitivno ako je barjedno (0j 0. Dakle, ako je zadovoljen uslov
(12), svi korijeni karakteristi¢ne jednacine bice jednaki nuli (to je moguce
samo ako je a2 = 0) ili ée postojati korijen Ciji je realni dio razlicit od
nule. U prvom slucaju sistem je ocCigledno nestabilan, a u drugom,
nestabilnost slijedi iz Cinjenice da, zbog pamosti funkcije O(J1), postoji
korijen karakteristi¢ne jednacine sa pozitivnim realnim dijelom.
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Da uslov teoreme 4 nije sadrzan u kriterijumima A-E, pokazuje sljedeci

primjer.

Primjer 2. Razmotrimo sistem (2) sa opisnim matricima

(13)

Ocigledno je da sistem (2), (13) ne zadovoljava uslove kriterijumaA i

C, apostoje Tr(GP) - 0 i 4K -G2 = diag(-3,-3,2"), to nijesu ispunjeni
ni uslovi kriterijuma D i E. Dalje je Tr(K) - —-3/2 i N(G) , 4.
2Tr(K) + tV(C7) = -1 < O, pa, na osnovu teoreme 4, slijedi da je sistem
(2), (13) nestabilan.
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