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UTICAJ STQHASTICKOG SUMA NA BIFURKACIJE
RAVNOTEZNIH STANJA U SISTEMIMA OBICNIH
DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Apstrakt

U radu razmatramo modele razli¢itih procesa koji ukljucuju sto-
hasticke efekte. Ovakvi modeli se matematicki formalno opisuju sto-
hastickim diferencijalnim jedna¢inama (SDJ). RjeSenje takve jednacine
je slucajni proces. Formalizacija zadatka SDJ zahtijeva uvodenje po-
jma stohastickog integrala, odnosno Ito, ili Stratonovi¢ integrala. Pose-
bno se bavimo stacionarnim stanjima u stohastic¢kim diferencijalnim
jedna¢inama i uticajem Suma na bifurkacije stacionarnih stanja. Izme-
du ostalog, uveséemo poznatu jednacinu Fokera-Planka (forward Kolmo-
gorov equation) koja omogucava trazenje stacionarne raspodjele di-
namickog sistema. U radu su specijalno razmatrani modeli koji opisuju
rast populacije u toku vremena, koji se mogu nac¢i u [10]. Nakon
toga, razmatrali smo modele FitzHugh-Nagumo i El-Nino u kojima se
javlja fenomen bifurkacije. Prvi model se odnosi na bioloski fenomen
eksitacije (pobudivanja) neurona, dok drugi opisuje klimatsku vari-
jabilnost. Posebna paZnja je posveéena uticaju Suma na nastanak i
nestanak bifurkacije u blizini kriti¢ne vrijednosti parametra.

* Odsjek Matematika, Univerzitet Crne Gore, Podgorica, Crna Gora
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INFLUENCE OF STOCHASTIC NOISE ON
BIFURCATIONS OF STATIONARY STATES IN
SYSTEMS OF ORDINARY DIFFERENTIAL
EQUATIONS

Abstract

In this study we deal with different models of processes which
include stochastic noise. These models are formally described by
stochastic differential equations. Solution of that equation is stochas-
tic process. For solving that equation, we have to introduce concept
of stochastic integral, Ito, or Stratonovich type. Specially, we consider
stationary distributions in stochastic differential equations, and influ-
ence of noise on bifurcations. Also, we introduce well known Fokker-
Planck equation (forward Kolmogorov equation) whose solutions are
stationary distributions of dynamical system. We study mainly models
which describe growth of population, that can be found in work [10].
Further, we analyze models with phenomen of bifurcation, FitzHugh-
Nagumo and El-Nino model. The first is model of excitation of neurons
in the cell, whilst the second describes climate changes. Special atten-
tion is dedicated to the emergence of bifurcation phenomena close to

bifurcation parameter.

1. Stohasticke diferencijalne jednacine

U ovom radu ¢emo se baviti dinamic¢kim sistemima u kojima pris-
ustvuje elemenat sluc¢ajnosti. Tacnije, razmatracemo dinamicke sis-
teme koji se opisuju obi¢nim diferencijalnim jedna¢inama (ODJ), a
zatim u ove sisteme ukljuciti i stohasticku komponentu. Na ovaj
nain ¢emo dobiti tzv. stohasticku diferencijalnu jednacinu (SDJ).
Primijetimo da je razmatranje ovakvih stohastickih dinamickih sis-
tema prirodan zadatak, najcesée uslovljen time Sto je veéina realnih
procesa koji se opisuju ODJ podvrgnuta uticaju Suma. Pod Sumom
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podrazumijevamo uticaj nepredvidivih, slu¢ajnih faktora na stanje di-
namickog sistema. Na primjer, dinamicki sistem rasta neke populacije
moze biti uslovljen nepredvidivim faktorima, kao $to su vremenske
nepogode, uticaji iz okruzenja i sli¢no. Ovi faktori mogu znacajno
uticati na ponasSanje sistema i njegovo stanje u odredenom trenutku.
Ipak, stroga matematicka formalizacija stohastickih dinamickih sis-
tema zahtijeva pazljiv pristup, jer se prilikom matematickog zapisa
ovog zadatka pojavljuju odredene nedoumice. Zbog ovoga je stroga
matematicka teorija SDJ razvijena tek u drugoj polovini XX vijeka.
Kako bismo jasno definisali §ta smatramo rjesenjem SDJ neophodno
je najprije precizno definisati pojam stohastickog integrala. Najprije
zapi§imo SDJ u sljedeéem obliku:

dX (t)=a (X (t),t)dt+b(X (t),t)dW (t), t>0, X (0)= Xo,
(1.1)
gdje su a i b zadate funkcije, Xo— slu¢ajna veli¢ina koja predstavlja
pocetni uslov, W — Vinerov proces, dW— slu¢ajan prirastaj Vinero-
vog procesa. Ukoliko formalno integriramo ovu jednac¢inu, dobijamo:

X(t)—X(O):/O a(X(s),s)ds+/0 b(X (s),s)dW (s)

Postavlja se pitanje smisla integrala na desnoj strani jednacine. Ovaj
integral se naziva stohastickim integralom. Postoji viSe mogucih nacina
na koji mozemo interpretirati ovaj integral. Pokazuje se da su razliciti
nacini neekvivalentni, tj. da dovode do razli¢itih rjesenja SDJ (1.1).
U slucaju klasi¢nog integrala Rimana (Lebega) se dokazuje da rezul-
tat integriranja ne zavisi od izbora tacaka na intervalima integriranja
(lema Darbu). S druge strane, u slu¢aju stohastickog integrala nacin
izbora tacaka na intervalima integriranja uti¢e na konacan rezultat. U
literaturi su najcesce koriséeni stohasticki integrali Ito i Stratonovica.
Vazno je napomenuti da rezultat stohastickog integrala zavisi od izb-
ora tacaka. Itov integral se dobija izborom lijevih krajeva na inter-
valima integriranja, dok se biranjem sredina intervala dobija integral
Stratonovica. Vise detalja i konkretni primjeri se, na primjer, mogu
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naéi u ([5]). Mi ¢emo u ovom radu rjeSenje SDJ razumjeti u smislu
Ito. Kako smo na ovaj nac¢in precizirali smisao stohastickog integrala,
imamo da je rjeSenje SDJ slu¢ajan proces.

Po¢nimo od deterministicko dinamickog sistema koji se opisuje
jednostavnom diferencijalnom jednacinom:

dz
=% x(0)=xz9, t>0, ;g €R, >0
gdje je zo—inicijalna populacija i r—koeficijent rasta (drift). Rjesenje
jednacine je:

z (t) = zge™,
Sto predstavlja eksponencijalni rast. Ukoliko jednacinu zapisemo u
obliku:

dx = radt,

mozemo razmatrati stohasticki dinamicki sistem dodavanjem Suma da-
toj jednadini:

dX (t) =rX (t)dt + odW;. (1.2)
Na ovaj na¢in dobijamo linearnu stohasticku diferencijalnu jednacinu.
U jednacini (1.2), o predstavlja koeficijent difuzije, tj. intenzitet Suma.
U jednadini (1.2) Sum ne zavisi od brojnosti populacije x, medutim,
moZemo pretpostaviti da je koeficijent rasta r podvrgnut uticaju Suma.
U tom slucaju dobijamo SDJ:

dX(t)=(r+o)X()dt =rX(t)dt + o X (t)dt
Nacin na koji Sum uti¢e na dinamicki sistem zavisi od pristupa mod-
eliranju i od konkretnog sistema koji razmatramo.
2. Rjesavanje stohastickih diferencijalnih jednacina

U cilju nalaZenja rjesenja jednostavnih SDJ, koristimo Itov integral
i pokusavamo da nademo transformaciju Y = F (¢, X), koja trans-
formise jednacinu za X (t) ka jednostavnijoj SDE u Y ().
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Primgjer. Posmatrajmo jednacinu:
dX (t) ==X (t)dt + odW (t).

Ovdje je je a = —X,b = 0. Neka je Y = F (t, X) = Xet. Po Itovom
identitetu(vidi [5]):

dY (t) = (Xe' — Xe' +0) dt + ge'dW (t) = oe'dW (t).

Integracijom u granicama od 0 do 7" dobijamo:

Y(t)—Y(()):a/O e*dW (s),

tj.

t.
t
X(t)=X(0)+ ae_t/o e’dW (s).

U opstem slucaju SDJ se ne moze rijesiti analiticki (kao ni ODJ),
pa se koriste numeric¢ki metodi (simulacije). Za simuliranje SDJ se
koristi numericki metod Ojlera-Marujama (|7]), ¢ija je ideja bliska
klasicnom metodu Ojlera za numericku integraciju ODJ. Koristi se
¢injenica da su prirastaji datog procesa nezavisni i da je prirastaj
Vinerovog procesa normalno raspodijeljena slu¢ajna promjenljiva, tj.
W (t)—=W (s) ~ N (0,t — s), odnosno W (t) =W (s) ~ v/t — sN (0, 1).

3. Jednacina Foker-Planka

Neka X (t) zadovoljava Itovu SDJ (1.1). Tada pri odredenim uslo-
vima sluéajna veli¢ina X (¢) ima gustinu f(x,t) za svaki momenat ¢.
Ispostavlja se da ova funkcija gustine zadovoljava parcijalnu jednacinu
(3.1), koja se naziva jedna¢inom Fokera-Planka:
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0 0 1 62
5 (x,t) = ~ 5 (f (z,t)a(x,t)) + 3922 (f (z,t)b? (x,t)) . (3.1)

Osim toga, f(x,0) = fo (z), gdje je fo gustina slucajne promjenljive
Xo.

Izjednacavanjem desne strane jednac¢ine (3.1) sa nulom, dobijamo
stacionarnu (invarijantnu) raspodjelu slu¢ajnog procesa X ().

Primgjer 1. Posmatrajmo SDJ:
dX (t) =rdt + odW (t).

Jednacina predstavlja tzv. geometrijsko Braunovo kretanje. Ovaj
model se takode naziva model Black-Scholes, i opisuje promjenu ci-
jena nekih sredstava, najcese akcija, na berzi.
Foker- Plankova jednacina za SDJ je:

of  of o2 0% f

- Tos T 2o (3:2)

Ukoliko drift r izjedna¢imo sa nulom dobijamo jednac¢inu:

of o?0*f
ot 2 0z%’
Ukoliko uvedemo pocetni uslov u (x,0) = dy (), tj. inicijalna gustina

je skoncentrisana u tacki 0, rjesenje je:

1 =

620'2~t .
V2rot

f(l‘,t) =

Ukoliko je r # 0 uzmimo smjene: 7 = t,z = x — rt. Diferenciranjem
dobijamo jednacine:

or_or or o=_of  of

ot or "oz ot or oz
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4. Primjer: Stohasticka logisticka jednacina

Logisticka jednacina opisuje rast populacije u toku vremena. Jedan
od najjednostavnijih modela koji opisuje rast populacije je model rasta
predstavljen jednac¢inom y' = ay. Rjesenje ove diferencijalne jednacine
je y (t) = ce®, sto predstavlja eksponencijalni rast. Medutim, jasno je
da uslovi ne mogu uvijek biti idealni i da se ovakav rast populacije ne
moze ocekivati beskona¢no. Mnogo vierodostojniji model koji opisuje
razmnozavanje populacije, koji uzima u obzir ograni¢enost resursa [10]

dat je jednacinom:
dz (t) =z (t) (a — Bz (t)) dt, (4.1)
gdje su a1 8 pozitivne konstante. Jednacina (4.1) ima rjesenje oblika:

z (t)

. ax(
B+ (o — Bag)e—t’

Stacionarna rjeSenja (rjeSenja koja ne zavise od vremena) diferenci-

jalne jednatine (4.1) su: z(t) = 01 2 (¢) = §. Stacionarno rjeSenje

z (t) = 0 je nestabilno jer je (o — 2fx (t))/xEO =a>0.

Zbog (a — 2fx (t))/xz% = —a < 0, rjeSenje x (t) = 5 Je stabilno.
Prvo stanje ravnoteze odgovara slucaju kada nema populacije. Drugo
rjeSenje predstavlja situaciju kada je veli¢ina populacije pozitivna kon-
stantna. Pretpostavimo da parametri « i 8 nijesu precizno poznati,
dodajmo Sum parametrima i pretvorimo deterministicki sistem u sto-
hasticki.

5. Stacionarna rjeSenja stohasticke
logisticke jednacine

Sada ¢emo posmatrati logisticku jednac¢inu (4.1) kojoj je dodat
odgovarajuc¢i Sum. U stohastickom slucaju neéemo dobiti sva deter-
ministicka stacionarna rjeSenja, ali mozemo nadi invarijantne raspod-
jele koje ¢e predstavljati stohasticki analog deterministickim stacionar-

nim rjeSenjima. Invarijantna raspodjela je raspodjela koja ne zavisi od
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vremena (opisuje ponasanje sistema nakon duzeg vremena). Dodajmo

(1)

Sum parametrima o i 8. U tom cilju, uvedimo pomocne procese v, ’ i

(2)

v;’. Sada razmatrajmo sistem:

dxy = xtdfyl(tl) - :cfdfy?)

d’ygl) = adt + Uldwt(l)

v\ = Bdt + opdw®
W, @

gdje su w, ', w;”’ nezavisni Vinerovi procesi, a 01,09 > 0. Dakle, do-
bijamo stohasti¢ku diferencijalnu jednacinu:

dry = ¢ (o — fay) dt + Ulmtdwt(l) — ogxfdwgz) (5.1)

Definicija. Posmatrajmo jednodimenzionalnu stohasticku difer-
encijalnu jednacinu:

dry = f(t,z¢) dt + Zgi (t,x¢) wﬁi), t>1to, x(to) =z (5.2
i=1

(1, (2) (m)

gdjeje W; = (wt JWE e, Wy ) standardni m—dimenzionalni Vinerov
proces, a f i g; zadovoljavaju uslove za egzistenciju i jedinstvenost
rjeSenja stohasticke diferencijalne jednacine. Stohasticki proces xy = &
je stacionarno rjesenje jednacine (5.2) sa pocetnim uslovom z (tp) = =
ako je:

ft,z)=0, g;(t,z) =0, (i=1,2,....,m).

Na osnovu prethodne definicije, stacionarna rjeSenja jednacine (5.1)
se dobijaju kada izjednac¢imo drift i difuziju sa nulom. Dobijamo staci-
onarno rjeSenje z; = 0, a to je jedno od deterministi¢kih stacionarnih
rjeSenja jednacine (5.1). Dakle, ne dobijamo drugo deterministi¢ko
rjeSenje xy = % Trajektorije rjeSenja procesa (5.1), date su na slici
(1). Sa slike mozemo vidjeti da za dovoljno male disperzije oy 1 o2,
trajektorije x4, koje zadovoljavaju jednac¢inu (5.1), fluktuiraju oko de-
terministickih trajektorija. Postavlja se pitanje da li postoji staci-
onarna raspodjela koja igra ulogu deterministickog rjesenja x; = %
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Slika 1: Deterministicke i stohasticke trajektorije jednacine (5.1) za
razli¢ite vrijednosti o1 i 02, gdje su a = 0.5, = 0.8, 29 = 0.1.

U cilju pronalazenja stacionarnih rjesenja, formirajmo Foker-Plankovu

jednadinu za jednacinu (5.1):

2
L (w0 B)p (@) ~ 5y (03 + o3t p(@)] =0, (53

gdje je p (z) funkcija gustine koja je neprekidno-diferencijabilna. Vazi
rezultat (vidi [10]):

Teorema 1. Jednacina (5.3) ima netrivijalno rjesenje akko o1* < 2a.

Na Slici (2) su prikazani rezultati dobijeni numeri¢kim metodama.
Naime, kod numerickog simuliranja funkcije gustine, posmatramo ve-
liki broj realizacija slu¢ajnog procesa (u nasem slucaju 1000). Svaka
realizacija procesa, zbog Suma koji utiCe na kretanje, ima razlic¢itu
trajektoriju, medutim, ansambl od 1000 trajektorija pokazuje jasne
statisticke zakonitosti.
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Slika 2: Gustina p (z) jednacine (5.3) za razli¢ite vrijednosti oy 1 o2,
gdjesua=0.51p=0.28.

6. Teorema o bifurkaciji Hopfa

Posmatrajmo autonomni sistem

du
— = 6.1
o =) (6.1)
gdje je f € C? (R x R",R").

Pretpostavimo da je u (t) = 0 trivijalno rjesenje sistema (6.1) za

svaku vrijednost parametra p, t.j.
f(p,0)=0,Vp. (6.2)

Oznac¢imo:

Ay = fo(1,0), Ag=A,.

Neka matrica A, ima par kompleksnih svojstvenih vrijednosti koje
zavise od parametra p: o(p) £+ if(u)

Pretpostavimo da za p = g vaze uslovi:
1. Ap je nesingularna i ima par ¢isto imaginarnih sopstvenih vrijed-
nosti £iwg, wg > 0
2. Ap nema druge sopstvene vrijednosti oblika +ikwg, k € N,k # 1.
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3. Neka vazi da je o/ (ug) # 0.
Vazi Hopfova teorema dokazana u [9]:

Teorema 2. Ako vaZe uslovi (1 — 3) tada se pocevsi od gy pojavijuje
niz periodicnih rjesenja S, Ciji je period blizak fv—’;

Preciznige, postoji okolina J, gdje je s = 0, funkcije w(s),u(s) €
CY(J), i familija us ne-konstantnih, periodic¢nih resenja Su(s) tako da:

Law (s) = wo, 1 (s) = po kada s — so,
2
W)’

3. Amplituda orbite ug teZi ka 0 kada s — 0.

2.us ima period Ty =

7. Primjer: Model ENSO El Nino

Posmatrajmo dinamicki sistem opisan u [11] koji opisuje ENSO (El
Nino/Southern Oscillation) model varijabilnosti klime. ENSO je kvazi-
periodi¢ni fenomen, koji se javlja na Pacifiku prosjetno svake Cetiri
godine. ENSO moze izazvati ekstremne vremenske neprilike, kao Sto
su poplave, suSe itd. Jedan od jednostavnijih modela koji opisuju
ekvatorsko-okeanski ENSO fenomen je planarni ZC model (Zebiak-
Cane):

{ &= (= pe)we =y — x (07 + 7) (7.1)

g = (1 — pe)ys +xe — yi (27 +97)

ovdje su z(t) i y(t) atmosferski pritisak i temperatura vode respek-
tivno. Parametar p predstavlja snagu medusobne zavisnosti atmo-
sfere i okeana, odnosno koli¢inu pritiska na SSO (varijabilnost tempe-
rature povrine mora), koji je bitan kontrolni parametar. Sad ¢emo
razmatrati u kom slucaju dolazi do destabilizacije klime. U mate-
matickim terminima, ispitujemo za koju vrijednost parametra dolazi
do pojave promjene stabilnosti dinamickog sistema, odnosno pojave
Hopfove bifurkacije. Stanje ravnoteze ovog dinamickog sistema je
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ocigledno (0,0) . Linearizacijom sistema (7.1) dobijamo matricu:

o rpe —w
W= e

(1 — pe) £V —4w?
5 .

Da bi teorema Hopfa bila zadovoljena, sopstvene vrijednosti treba da

budu ¢isto imaginarne. To se desava u slucaju kada je:

M= Fe-
Takode vazi da je:
9Re (N =1+0,
o

pa zaklju¢ujemo da su svi uslovi Hopfove teoreme zadovoljeni (vidi
[9]). Takode, u zavisnosti od realnog dijela sopstvenih vrijednosti, za-
kljuc¢ujemo da je stanje ravnoteze za pu > . nestabilno, a u suprotnom
je stanje stabilno. Za vrijednost parametra g > p. okean i atmosfera
pokazuju periodi¢no ponasanje, odnosno u matematickim terminima,
dolazi do pojave grani¢nog cikla. Za vrijednosti parametra manje od
e stanje klime na Pacifiku je stabilno. Medutim, dodavanjem Suma,
za |1 < pe na godiSnjem nivou se dogadaju oscilacije. Posmatrajmo
dinamicki sistem diferencijalnih jednacina (7.1) sa Sumom. Razma-
tracemo sistem kada je Sum na razliite nac¢ine dodat sistemu. U
jednacinama o predstavlja amplitudu Suma, dok je W} Vinerov pro-
ces. Ispostavlja se da za vrijednosti p < pc, bijeli Sum u vjetru moze
da izazove promjene u ENSO modelu, koje se ogledaju u znacajnim
promjenama amlitude, dok za vrijednosti p > . periodi¢ne oscilacije
nijesu mnogo pogodene. Medutim, u oba sluc¢aja klimatska varijabil-
nost ne zavisi u velikoj mjeri od karakteristike Suma.

Razmotrimo razli¢ite slucajeve dodavanja Suma sistemu. U prvom
slu¢aju, neka Sum dodat X, odnosno Y;, zavisi od veli¢ine X; (V;),
tj. srazmjeran je njihovoj veli¢ini. Takode, Sumovi koji se javljaju u
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procesima X; i Y; su nezavisni Vinerovi procesi (thl, de). Neka
je stohasticki dinamicki sistem zadat jednacinama:

dXy = (0.1X; — Y, — Xy (X7 +Y2)) dt + o Xy dW} (7.2)
Y, = (0.1Y; + X; — Yy (XZ + Y2)) dt + oYV;dW? |

U vektorskom obliku:

o X} 0K Yem X (X)L
Y, )\ 01+ X - Y (X2 + YD)

Jednacina Foker-Planka ima oblik:

e (012 =y = (@ +4) g (01 + -y (& +7) p) -

O'Xt 0
0 oY%

1 82 2v2 82 2v2

n“{;\ \@\/
Slika 3: Izgled fazne ravni za p — p. = —0.25,0 = 0.2, odnosno za

w—pe=10=0.3

Sa Slike (3) moZemo primijetiti da ako je p — pe. = 1, i ako je o0 =
0.3, trajektorija je priblizno grani¢ni cikl, i ne mijenja kvalitativno
ponaSanje. Medutim, ako je p — p. = —0.25, za vrijednost ¢ = 0.2,
dakle za manji Sum trajektorija ima neregularne oscilacije, i poslije
nekog vremena ¢e potpuno da izgubi prvobitni oblik.

Na Slici (4) je prikazana fazna ravan, trajektorije X (t) 1Y (¢), kao
i izgled histograma u 3D (povrsi), koji odreduje gustinu raspodjele.
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Sa slike (4) se moze primijetiti da se fazni portret nije kvalitativno pro-
mijenio, da se trajektorije kreéu periodi¢no oko nule, dok su Cestice
veéinom koncentrisane na jednom mjestu. Da bismo nacrtali funkciju
gustine, odredimo raspon vrijednosti za X (¢),Y (t), podijelimo "pra-
vougaonik" odreden tim vrijednostima na n djelova, a zatim u svakom
dijelu koji predstavlja fazu prebrojimo X (t), odnosno Y (¢), i crtamo
broj dobijenih vrijednosti na trecoj osi. Ovo je na¢in da simuliramo
gustinu raspodjele numericki, bez koriséenja formule za gustinu (koju
je u opstem slucaju tesko naci).
Ukoliko su Sumovi nezavisni Vinerovi procesi i ukoliko ne zavise
od veli¢ine X;, odnosno Y;, sistem ima oblik:
dX; = (0.1Xt -Y - X (th + Yt2)) dt + ocdW} (7.4)
dY; = (0.1Y; + X; = Y, (X7 + Y2)) dt + odW? '
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Slika 4: Trajektorije X (t),Y (t), fazna ravan sistema (7.2) i histogram
u 3D u razli¢itim momentima ¢, koji oznacavaju pocetak, sredinu i
kraj, respektivno (p = 0.1)

Sa Slike (5) se moze primijetiti da je sada Sum uticao na faznu ra-
van, i da se ona kvalitativno promijenila dok su se ¢estice ravnomjerno
rasporedile, i nijesu koncentrisane na jednom mjestu.
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Slika 5: Trajektorije X (t),Y (t),fazna ravan sistema (7.4) i histogram
u 3D u razli¢itima momentima t, koji oznacavaju pocetak, sredinu i

kraj, respektivno (p = 0.1)

Dakle, u slu¢aju kada je Sum koji se dodaje sistemu zavisan od
veli¢ine populacije, fazna ravan ée zadrzati kvalitativne odlike, i nece
izostati periodi¢no kretanje. U suprotnom, trajektorije se kvalitativno

mijenjaju.

8. Primjer: FitzHugh-Nagumo model eksitacije
neurona

Model koji je razmatran u [12], FitzHugh-Nagumo model, u stvari je
uproséeni Hodgkin-Huxley model. Hodgkin i Huxley su eksperimen-
tisali na aksonima lignji u cilju davanja matematickog objasnjenja
pobudljive prirode aksona (nervnih vlakana), s obzirom na elekro-
hemijska svojstva natrijuma i kalijuma. Aksoni odvode nadrazaje
od jednog do drugog neurona u cilju stvaranja impulsa. FitzHugh-
Nagumo model je redukcija ovog 4-dimenzionalnog modela na dvo-
dimenzionalni model, koji je mnogo pogodniji za geometrijsku inter-
pretaciju i objasnjenje mnogih biologkih fenomena za pobudivanje ne-
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urona i generisanja nervnih impulsa (spikes). Sistem je zadat jedna¢inama:

{ S =fhwuw)=v-% —w+]

ar (8.1)
S = f2(v,w) =0.08 (v+0.7 - 0.8w)

Promjenljiva v predstavlja ekscitabilnost sistema, tj. napon, ili mem-
branski potencijal aksona, w je promjenljiva oporavka koja predstavlja
teznju neurona da vrati u prvobitno stanje, dok je I stimulus, tj. ener-
gija koja se ulaze za pobudivanje neurona. U Fitz-Nagumo sistemu
éemo proucavati pojavu bifurkacije Hopfa, tj. kvalitativne promjene
dinamike sistema u zavisnosti od parametra I. Bifurkacija je promjena
rjeSenja sistema koja nastaje prolaskom sistema kroz bifurkacionu vri-
jednost. Bifurkacija podrazumijeva pojavu grani¢nog cikla koja nas-
taje usljed gubljenja stabilnosti stanja ravnoteze. U tom slucaju dobi-
jamo ¢isto imaginarne sopstvene vrijednosti. Za vrijednosti ispod pa-
rametra bifurkacije, stanje ravnoteze je stabilno, a iznad bifurkacione

vrijednosti nestabilno. Da bismo dobili stanje ravnoteze, rjeSavamo

sistem: p p
v w
0. —2 =0
dt T dt
dv v3
_— = = —_ — I
i O=w=wv 3-1-
dw_O:> _v—|—0.7
a0 YT 08

7= 1 — 2 0
0.08 —0.064
0.936 — v2 + Vot — 2.12802 + 0.8121

2
Da bismo nagli trazeni parametar, sopstvene vrijednosti moraju biti

det (J —AE) =0 = Ao =

¢isto imaginarne, a to je ispunjeno u slucaju:
vt —2.1280% + 0.8121 < 0, 0.936 — v = 0.
Sopstvene vrijednosti su:

A1 = +0.27557, A\g = —0.27554.
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Stanje ravnoteze dinamickog sistema je:
(v,w) = (0.9675,2.0844) ,

a odgovaraju¢i parametar bifurkacije I = 1.4188. Ukoliko u sistem
(8.1) ukljuéimo Sum, dobijamo:

Vi = (Vi = % = Wi + 1) dt + oaW,

(8.2)
dW; = (0.08 (V; + 0.7 — 0.8W,)) dt

Fazna ravan

Slika 6: Trajektorije u, v sistema (8.2) u zavisnosti od vremena, fazna
ravan ispod i iznad parametra bifurkacije i histogram u 3D respek-
tivno, za [=1.44

Na slikama (6) i (7) nalaze se trajektorije, fazni portret (sa i bez
Suma) i histogram u slu¢ajevima kada je I iznad, odnosno ispod pa-
rametra bifurkacije.

9. Zakljucak

U radu smo razmotrili tri modela: stohasticke logisticke jednacine,
dvodimenzionalni ENSO model i model FithHugh-Nagumo. Zakljucili
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Feznaranen

[

Slika 7: Trajektorije u, v sistema (8.2) u zavisnosti od vremena, fazna
ravan sa i bez Suma i histogram u 3D respektivno, za [=1.2

smo da dovoljno mali Sum ne izaziva nastanak, odnosno nestanak Hop-
fove bifurkacije i da se stohasticki proces ponaSa kvalitativno isto kao i
odgovarajuéi deterministicki. U nekim slu¢ajevima (model FithHugh-
Nagumo) Sum moze podstaci pojavu kvaziperiodi¢kih trajektorija. U
slu¢aju Suma jaceg intenziteta, dolazi do nestajanja periodickog ponasanja
sistema i pojedinih stanja ravnoteZze. Dakle, ukoliko intenzitet Suma
nije dovoljno veliki, kvalitativno ponaSanje trajektorija, tj. realizacija
slucajnog procesa se ne razlikuje od deterministickih. Ukoliko je jacina
Suma dovoljno velika ne mozemo ocekivati da je stacionarno rjesenje
analog deterministickom. U tom slucaju se periodi¢nost rjesenja gubi.
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