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Sažetak
Razmotreno je pitanje mogućnosti dekompozicije cirkulacionih sistema sa ko-

načnim brojem stepena slobode. Dati su neophodni i dovoljni uslovi dekompozicije 
razmatranih sistema na dvodimenzionalne i jednodimenzionalne podsisteme, opisane 
linearnim diferencijalnim jednačinama drugog reda. Uslovi su formulisani preko pola-
znih opisnih matrica sistema.  

ON THE DECOMPOSITION OF CIRCULATORY SYSTEMS

Abstract
The possibility of the decomposition of circulatory systems is considered. The 

sufficient and necessary conditions for determining a system to be convertible into 
two and one-dimensional subsystems are formulated.  The conditions are expressed 
directly in terms of the coefficient matrices of the original system.
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O DEKOMPOZICIJI CIRKULACIONIH SISTEMA 

Apstrakt 

 Razmotreno je pitanje mogućnosti dekompozicije cirkulacionih sistema sa 
konačnim brojem stepena slobode. Dati su neophodni i dovoljni uslovi dekom-
pozicje razmatranih sistema na dvodimenzionalne i jednodimenzionalne pod-
sisteme, opisane linearnim diferencijalnim jednačinama drugog reda. Uslovi su 
formulisani preko polaznih opisnih matrica sistema.  

ON THE DECOMPOSITION OF CIRCULATORY SYSTEMS 

Abstract. The possibility of the decomposition of circulatory systems is 
considered. The sufficient and necessary conditions for determining a system to 
be convertible into two and one-dimensional subsystems are formulated. The 
conditions are expressed directly in terms of the coefficient matrices of the origi-
nal system. 

1. UVOD 
Linearni nekonzervativni neprigušeni mehanički sistemi (cirkulacioni sistemi) 
sa n stepena slobode opisuje se vektorsko-matričnom diferencijalnom jednači-
nom drugog reda		

 0=++ CqBqqA !! , (1)      

																																																													
1 Crnogorska akademija nauka i umjetnosti 
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gdje su: nq ℜ∈  – sistem generalisanih koordinata, dtd /=⋅ , t – vrijeme, 
nnA ×ℜ∈  – matrica kinetičke energije ( TAA= ), nnB ×ℜ∈  – matrica cirkulaci-

onih sila ( TBB −= ), nnC ×ℜ∈  – matrica potencijalne energije ( TCC = ). Zbog 
prirode kinetičke energije matrica A je pozitivno definitna ( 0>A ). Sistemi 
ovog oblika javljaju se u različitim oblastima fizike i tehnike, kao što su elastič-
nost, dinamika fluida, dinamika rotora, upravljanje kretanjem, fizika plazme itd 
[1-5].  
 Integracija, kao i kvalitativna analiza cirkulacionih sistema postaju znatno 
jednostavnije ako se opisne matrice sistema A, B i C dovedu istovremeno, 
posredstvom regularne realne transformacije, na najprostije moguće oblike. U 
teoriji oscilacija, u slučaju konzervativnog sistema ( 0=B ) široko se primje-
njuje postupak njegovog rasprezanja na n podsistema sa jednim stepenom slo-
bode (modalna analiza), odnosno svođenja matrica kinitečke i potencijalne 
energije na dijagonalne oblike. Sdruge strane, najmanji broj stepena slobode 
cirkulacionog sistema je 2 i kod takvog sistema sve opisne matrice se mogu 
transformisati na kanonske oblike: simetrične – dijagonalne, kososimetrična – 
dvodimenzioni kososimetrični realni blok  
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U ovom radu, u odjeljku 3, izvedeni su neophodni i dovoljni uslovi rasprezanja 
cirkulacionih sistema sa proizvoljnim konačnim brojem stepena slobode na 
podsisteme sa dva, odnosno podsisteme sa dva i jednim stepenom slobode. 
Uslovi su bazirani na ranijem autorovom rezultatu o istovremenoj redukciji 
simetrične i kososimetrične matrice na dijagonalni i kvazidijagonalni oblik, 
respektivno [6]. Posebno je analiziran slučaj rasprezanja sistema sa tri stepena 
slobode na dva nezavisna podsistema.  

 
2. ISTOVREMENA REDUKCIJA SIMETRIČNE  

I KOSOSIMETRIČNE MATRICE 
 

 Neka je nnS ×ℜ∈ , TSS =  i nnK ×ℜ∈ , TKK −= . Dobro je poznato, da 
za simetričnu matricu S postoji ortogonalna matrica T , ITT T = , koja je 
transformacijom kongruencije redukuje na dijagonalni oblik  
 
 ),...,,(ˆ

21 n
T sssdiagSTTS == . (2) 

 
Isto tako, postoji i ortogonalna matrica Q , IQQT = , koja kososimetričnu 
matricu K  redukuje na kvazidijagonalni oblik (v., npr., [7]) 
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gdje je nrankKm ≤=2 . Realni brojevi js  su sopstvene vrijednosti matrice S , 

dok spektar kososimetrične matrice K  čine parovi oblika 1),,( −=− iikik jj , 

ℜ∈jk  i, eventualno, nule. Matrice (2) i (3) predstavljaju kanonske oblike si-
metrične i kososimetrične matrice, respektivno.  
 Sljedeće tvrđenje daje odgovor na pitanje istovremene ortogonalne reduk-
cije matrica S  i K  na kanonske oblike [6] (v., takođe, [8]).  
 Teorema 1. Uslovi  
 SKSK 22 =  (4) 
i 
 22 )()( KSSK =  (5) 
su potrebni i dovaljni za egzistenciju ortogonalne matrice Q  takve da je  
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T sssdiagSQQS ==  (6) 
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 Primijetimo da su uslovi (4) i (5) ekvuvalentni uslovima simetričnosti ma-
trica 2SK  i 2)(SK . 

 
3. TEOREME O DEKOMPOZICIJI 

 
 Zamjenom koordinata qAy 2/1= , gdje je 2/1A  pozitivno definitni kvadratni 
korijen matrice kinetičke energije, jednačina (1) se transformiše na oblik  
 
 0ˆˆ =++ yCyBy!! , (8)  
 
gdje je 2/12/1ˆˆ −−=−= BAABB T  i 2/12/1ˆˆ −−== CAACC T  . Primjenjujući Teore-
mu 1 na matrice B̂  i Ĉ  direktno slijedi sljedeće tvrđenje. 
 
 Teorema 2. Za egzistenciju realne kongruentne transformacije koja "sistem 
(1) transformiše na 2/rankBm =  nezavisnih podsistem sa dva stepena 
slobode 
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i mn 2−  podsistema sa jednim stepenom slobode 
 
 0222 =+ +++ jmjmjm xcx!! , ℜ∈+ jmx2 , mnj 2,...,1 −=  (10) 
  
potrebno je i dovoljno da opisne matrice sistema zadovoljavaju sljedeće uslove 
 
 BBACACBABA 1111 −−−− =  (11) 
 
 BCABACACBACABA 111111 −−−−−− =  (12) 
 
 Kada je 0=B  (konzervativni sistem) očigledno su zadovoljeni uslovi (11) 
i (12). U ovom slučaju je m = 0, pa se Teorema 2 svodi na dobro poznati rezul-
tat, pomenut u uvodu, iz linearne teorije oscilacija. Takođe, lako se direktno 
provjerava da cirkulacioni sistemi sa dva stepena slobode zadovoljavaju uslove 
(11) i (12). 
 Kada su ispunjeni uslovi (11), (12) i 0det ≠B , što je moguće samo u sluča-
ju n = 2m, sistem se raspreže na m podsistema sa dva stepena slobode oblika 
(9), dok se u slučaju kada je 0det =B  pojavljuju podsistemi sa dva i sa jednim 
stepenom slobode.  
 Posledica 1. Ako je BCACBA 11 −− = i 2/rankBm = , sistem (1) se pomoću 
realne kongruentne transformacije može transformisati na nezavisne podsiste-
me oblika 
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 022 =+ +++ jmjmjm xcx!! , ℜ∈+ jmx2 , mnj 2,...,1 −= . (14) 
 
 Zaista, ako je BCACBA 11 −− = , onda su zadovoljeni uslovi (11) i (12), a u 
podsistemima (9) mora biti ii cc 212 =− , i = 1,…,m. 
 Razmotrimo podrobnije uslove (11) i (12) za sisteme sa tri stepena slobode 
(n = 3). Za ove sisteme, uz pretpostavku 0≠B , je 2=rankB , pa se, bez uma-
njenja opštosti, može smatrati da je  
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Odavde, očigledno, slijedi da će matrica (16) biti simetrična, tj. da će biti 
ispunjen uslov (11), samo ako je 0ˆˆ 2313 == cc . S druge strane, stavljajući da je 

0ˆˆ 2313 == cc , dobijamo  
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tj., kada je zadovoljen uslov (11) ispunjen je i uslov (12). Time je dokazano 
sljedeće tvrđenje. 
 
 Teorema 3. Cirkulacioni sistem (1) sa tri stepena slobode može se, posred-
stvom realne kongruentne transformacije rastaviti na dva nezavisna podsiste-
ma ako i samo ako je matrica  
 CBABAP 11 −−=  (18) 
simetrična. 
 
 Primjer 1. Razmotrimo sistem (1) sa sljedećim opisnim matricama:  
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 Prvo, određujemo inverznu matricu matrice kinetičke energije 
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a zatim nalazimo 
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što je, očigledno, simetrična matrica i, u skladu sa Teoremom 3, postoji realna 
kongruentna transformacija koja sistem (1), (19) razdvaja na dva nezavisna 
podsistema – jedan sa dva a drugi sa jednim stepenom slobode. Zaista, prvo 
transformacijom kongruencije pomoću pozitivno definitnog kvadratnog kori-
jena matrice (20)  
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matrice (19) se transformišu na oblike  
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Karakteristična jednačina 0)437( 2 =−− λλλ  sopstvenog problema 

XCXB ˆˆ 2 λ=  ima rješenja 11 =λ , 7/42 −=λ  i 03 =λ , a njima odgovarajući 
sopstveni vektori 
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uzimaju se kao kolone ortogonalne matrice ),,( )3()2()1( XXXQ = , pomoću ko-
je se matrice B̂  i Ĉ  transformišu kako slijedi 
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Prema tome, zamjenom koordinata QxAq 2/1−= , polazni sistem (1), (19) se
razdvaja na dva nezavisna podsistema   

05.32
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xxx

!!

!!
(26) 

i 
05.1 33 =+ xx!! . (27) 

Primjer 2. Neka su: 
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U ovom slučaju, matrica 
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nije simetrična i, prema Teoremi 3, ne postoji realna kongruentna transformaci-
ja koja sistem (1), (28) razdvaja na nezavisne podsisteme. 

Da u opštem slučaju uslov (11) ne implicira (12), pokazuje slijedeći pri-
mjer sistema sa četiri stepena slobode.  

Primjer 3. Razmotrimo sitem (1) sa četiri stepena slobode, opisan matri-
cama 
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Za datu matricu B je IB −=2  pa odmah slijedi 

22 CBCCB =−= , (31) 

tj. zadovoljen je uslov (11), dok s druge strane ne važi uslov (12), jer matrica 
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očigledno nije simetrična. 
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