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O DEKOMPOZICIJI CIRKULACIONIH SISTEMA

Sazetak

Razmotreno je pitanje mogucénosti dekompozicije cirkulacionih sistema sa ko-
nac¢nim brojem stepena slobode. Dati su neophodni i dovoljni uslovi dekompozicije
razmatranih sistema na dvodimenzionalne i jednodimenzionalne podsisteme, opisane
linearnim diferencijalnim jednac¢inama drugog reda. Uslovi su formulisani preko pola-
znih opisnih matrica sistema.

ON THE DECOMPOSITION OF CIRCULATORY SYSTEMS

Abstract

The possibility of the decomposition of circulatory systems is considered. The
sufficient and necessary conditions for determining a system to be convertible into
two and one-dimensional subsystems are formulated. The conditions are expressed
directly in terms of the coefficient matrices of the original system.

1.UVOD
Linearni nekonzervativni nepriguS$eni mehanicki sistemi (cirkulacioni sistemi)
sa n stepena slobode opisuje se vektorsko-matricnom diferencijalnom jednaci-
nom drugog reda

AG+Bg+Cq=0, (1)

* Crnogorska akademija nauka i umjetnosti
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gdje su: gENR" - sistem generalisanih koordinata,-=d/dt, t — vrijeme,
AER™" — matrica kineticke energije (A= A"), BER™" — matrica cirkulaci-
onih sila (B =-B"),CER™" — matrica potencijalne energije (C = C"). Zbog
prirode kineticke energije matrica A je pozitivno definitna (A >0). Sistemi
ovog oblika javljaju se u razli¢itim oblastima fizike i tehnike, kao $to su elastic-
nost, dinamika fluida, dinamika rotora, upravljanje kretanjem, fizika plazme itd
[1-5].

Integracija, kao i kvalitativna analiza cirkulacionih sistema postaju znatno
jednostavnije ako se opisne matrice sistema A, B i C dovedu istovremeno,
posredstvom regularne realne transformacije, na najprostije mogucée oblike. U
teoriji oscilacija, u slucaju konzervativnog sistema (B =0) Siroko se primje-
njuje postupak njegovog rasprezanja na n podsistema sa jednim stepenom slo-
bode (modalna analiza), odnosno svodenja matrica kiniteCke i potencijalne
energije na dijagonalne oblike. Sdruge strane, najmanji broj stepena slobode
cirkulacionog sistema je 2 i kod takvog sistema sve opisne matrice se mogu
transformisati na kanonske oblike: simetri¢ne — dijagonalne, kososimetri¢na —
dvodimenzioni kososimetri¢ni realni blok

( 00 ) bER.

-b 0
U ovom radu, u odjeljku 3, izvedeni su neophodni i dovoljni uslovi rasprezanja
cirkulacionih sistema sa proizvoljnim konacnim brojem stepena slobode na
podsisteme sa dva, odnosno podsisteme sa dva i jednim stepenom slobode.
Uslovi su bazirani na ranijem autorovom rezultatu o istovremenoj redukciji
simetri¢ne i kososimetricne matrice na dijagonalni i kvazidijagonalni oblik,
respektivno [6]. Posebno je analiziran slucaj rasprezanja sistema sa tri stepena
slobode na dva nezavisna podsistema.

2. ISTOVREMENA REDUKCIJA SIMETRICNE
I KOSOSIMETRICNE MATRICE

Neka je SER™, §=S" i KER™, K=-K". Dobro je poznato, da

za simetriénu matricu S postoji ortogonalna matrica 7, TT" =1, koja se
transformacijom kongruencije redukuje na dijagonalni oblik

S =T"ST =diag(s,,s,....s,)- )

Isto tako, postoji i ortogonalna matrica Q, QQ" =1, koja kososimetri¢nu
matricu K redukuje na kvazidijagonalni oblik (v., npr., [7])
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o . 0 1 0 1
K = Q"KQ = diag kl( )km( | O),0,...,0 , 3)

-1 0

gdje je 2m =rankK < n . Realni brojevi s, su sopstvene vrijednosti matrice § ,
dok spektar kososimetri¢ne matrice K Cine parovi oblika (k;i,—k;i),i=+~-1,

k i EN i, eventualno, nule. Matrice (2) i (3) predstavljaju kanonske oblike si-

metriéne i kososimetri¢ne matrice, respektivno.

Sljedece tvrdenje daje odgovor na pitanje istovremene ortogonalne reduk-
cije matrica S i K na kanonske oblike [6] (v., takode, [8]).

Teorema 1. Uslovi

SK*=K’S 4)
i
(SK)* = (KS)’ (5)
su potrebni i dovaljni za egzistenciju ortogonalne matrice Q takve da je
S = 0"'SQ = diag(s,,S, ....S,) (6)
i
K =Q"KQ =diag| k O D k(Y Nooo (7)
= = alda PITRPY S geeey .
M -1 0 10

Primijetimo da su uslovi (4) i (5) ekvuvalentni uslovima simetri¢nosti ma-

trica SK* 1 (SK)>.
3. TEOREME O DEKOMPOZICIJI

Zamjenom koordinata y = A”zq, gdje je A"? pozitivno definitni kvadratni
korijen matrice kineti¢ke energije, jednacina (1) se transformiSe na oblik

y+By+Cy=0, (8)

gdieje B=-B" =A™"?BA™"?i1 C=C" = A"">CA™"* . Primjenjujuéi Teore-

mu 1 na matrice B i C direktno slijedi sljedece tvrdenje.

Teorema 2. Za egzistenciju realne kongruentne transformacije koja sistem

(1) transformise na m=rankB/2 nezavisnih podsistem sa dva stepena
slobode
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0 ¢

l

0 1 Cy; 0
jé(,.)+bl.( . O)x(,.)+( 2 )xm=0,x(i)EERZ,i=1,...,m ©)

i n—2m podsistema sa jednim stepenom slobode
X+ Come iXome; =05 X5, , ENR L j=1,..n=2m (10)
potrebno je i dovoljno da opisne matrice sistema zadovoljavaju sljedece uslove
BA"BA'C =CA™'BA™'B (11)
BA"'CA"'BA™'C=CA"'BA"'CA™'B (12)

Kada je B =0 (konzervativni sistem) oCigledno su zadovoljeni uslovi (11)
1(12). U ovom slucaju je m =0, pa se Teorema 2 svodi na dobro poznati rezul-
tat, pomenut u uvodu, iz linearne teorije oscilacija. Takode, lako se direktno
provjerava da cirkulacioni sistemi sa dva stepena slobode zadovoljavaju uslove
(1) 1(12).

Kada su ispunjeni uslovi (11), (12) i det B = 0, §to je moguce samo u sluca-
ju n = 2m, sistem se raspreZe na m podsistema sa dva stepena slobode oblika
(9), dok se u slucaju kada jedet B =0 pojavljuju podsistemi sa dva i sa jednim
stepenom slobode.

Posledica 1. Ako je BA™'C = CA™'Bim = rankB/?2 , sistem (1) se pomocu
realne kongruentne transformacije moZe transformisati na nezavisne podsiste-
me oblika

. 0 1 10 .
X, +b, L offoraly o =0, x, ENR"i=1...m; (13)

Xyej ¥ € =0, x,,,, ER, j=1,...,n-2m. (14)

m+j'x2m+j
Zaista, ako je BA™'C = CA™' B, onda su zadovoljeni uslovi (11)i (12),au
podsistemima (9) mora biti ¢,, |, =c,;,i=1,...,m.
Razmotrimo podrobnije uslove (11) i (12) za sisteme sa tri stepena slobode

(n = 3). Za ove sisteme, uz pretpostavku B =0, je rankB =2, pa se, bez uma-
njenja opstosti, moZe smatrati da je
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0 10
B=bl-1 0 0[,0=0€ER,C=(,).¢,=¢,.i,j=123. (15
0 00
Sada je
A é\‘11 é\‘12 é\‘13
B*C=-b*|¢, &), Oyl (16)

0O 0 O

Odavde, ocigledno, slijedi da ¢e matrica (16) biti simetri¢na, tj. da ée biti
ispunjen uslov (11), samo ako je ¢, =¢,, =0. S druge strane, stavljajuci da je

C;3 = C,y =0, dobijamo

1 00
(BC)? =b* (%, -2,8,)[0 1 0[=(CB)?, (17)
000

tj., kada je zadovoljen uslov (11) ispunjen je i uslov (12). Time je dokazano
sljedece tvrdenje.

Teorema 3. Cirkulacioni sistem (1) sa tri stepena slobode moZe se, posred-
stvom realne kongruentne transformacije rastaviti na dva nezavisna podsiste-
ma ako i samo ako je matrica

P=BA'BA™'C (18)

simetricna.

Primjer 1. Razmotrimo sistem (1) sa sljede¢im opisnim matricama:

5 0 4 0O 2 0 13 -3 14
A=|0 4 O0,B=(-2 0 2|,C=(-3 10 3 (19)
4 0 5 0 -2 0 14 3 13

Prvo, odredujemo inverznu matricu matrice kineticke energije

5 0 -4
A =é 0 9/4 0|, (20)
-4 0 5
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a zatim nalazimo

1 6 -1
P=BA"'BA"'C=| 6 -20 -6/, (21)
-1 -6 1

Sto je, o€igledno, simetri¢na matrica i, u skladu sa Teoremom 3, postoji realna
kongruentna transformacija koja sistem (1), (19) razdvaja na dva nezavisna
podsistema — jedan sa dva a drugi sa jednim stepenom slobode. Zaista, prvo
transformacijom kongruencije pomocu pozitivno definitnog kvadratnog kori-
jena matrice (20)

2 0 -1
A‘”2=% 0 3/2 0], (22)
-1 0 2

matrice (19) se transformiSu na oblike

0 1 0 2 -3 4
A=A"2AA2 =T, B=|-1 0 1 ,é=% -3 5 3|. (23)
0 -1 0 4

Karakteristitna  jednadina (747 =34-4)A=0  sopstvenog problema
B’X = ACX ima rieSenja A, =1, A, =-4/7 i A, =0, a njima odgovarajuci

sopstveni vektori

(2 (7 0!
XV 2 [ XP=—|3[.XY=—]|0 (24)
| NTI 2|

uzimaju se kao kolone ortogonalne matrice Q = (X" ,X® X ), pomoéu ko-

je se matrice B i C transformiSu kako slijedi

0 10 4 0 0
0'BO=+2|-1 0 0[,0"C0=| 0 35 0. (25)
0 0 0 0 0 15
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1/2

Prema tome, zamjenom koordinata g = A™'“Qx, polazni sistem (1), (19) se

razdvaja na dva nezavisna podsistema

% +~2x, —4x, =0

(26)
X, —\/Ex1 +3.5x,=0
i
X; +1.5x;, =0. 27
Primjer 2. Neka su:
0O 1 O 1 00
A=1,B=|-1 0 -1|,C=|0 2 O0Of. (28)
0O 1 O 0 0 3
U ovom slucaju, matrica
1 0 3
P=BC=-|0 4 0 (29)

nije simetri¢na i, prema Teoremi 3, ne postoji realna kongruentna transformaci-
ja koja sistem (1), (28) razdvaja na nezavisne podsisteme.

Da u opStem slucaju uslov (11) ne implicira (12), pokazuje slijedeci pri-
mjer sistema sa Cetiri stepena slobode.

Primjer 3. Razmotrimo sitem (1) sa Cetiri stepena slobode, opisan matri-

cama
0O 1 0 O 1 010
-1 0 0 O 0 2 01
A=1,B= ,C = (30)
0O 0 0 1 1 0 20
0O 0 -1 0 01 0 1
Za datu matricu B je B* = —] pa odmah slijedi
B’C=-C=CB’, (31)

tj. zadovoljen je uslov (11), dok s druge strane ne vazi uslov (12), jer matrica
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(BC)* = - , (32)

~ ©O W O
S W O K~
W O N O

3
0
2
0
ocCigledno nije simetri¢na.
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