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Slobodan Dajovicé®

O MATEMATICKIM METODAMA OPTIMALNOG UPRAVLJANJA
ON MATHEMATICAL METHODS OF THE OPTIMAL CONTROL

Abstract

We consider in this paper the optimal control problem with
differential constraints in Lagrange multiplier form by Pontryagin’s
maximum principle. We also consider the discrete optimal control
problem with phase constraints by Milyutin-Dubovitskii’'s Theorem
on interesection of convex cones.

1. Teorija optimalnog upravljanja je zasnovana na elementima
klasi¢nih metoda reSavanja ekstermalnih problema i meztoda va ij -
cionog rac¢una, ali takode na njihovim uopstenjima koja su doprine-
la stvaranju savremene teorije ekstremalnih problema, koja je sre-
dinom ovog veka formirana kao rezultat reSavanja problema upra-
vljanja razliéitim lete¢im objektima i tehnoloskim procesima sloze-
nije strukture.

Ako jex* € XcRn vektor za koji data funkcija f(x) € C V(X)
u otvorenoj oblasti X c R" dostiZe ekstremum (u daljem izlaganju
ograni¢i¢éemo se na minimum), tada mora biti zadovoljen uslov sta-
cionarnosti

of(x*) .
———= 0, =1, ..4, n,
axi > {»n (1.1)
odnosno
Vix*) = 0, (1.1)

&ime se polazni problem odredivanja minimuma funkecije (fx) svodi
na problem odredivanja skupa njenih stacionarnih tacaca, za koje
vazi uslov

ViEx) = 0, (1.2)
Osnovni ekstremalni problem
f(x) > minj x € X < R", (1.3)

u razli¢itim primenama je prvo uopsSten problemima tipa
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f(x) - min, gix) = 0, xeXc R, n=1,...,m, . (1.4

odnosno ekstremalnim problemima sa’ tzv. uslovnimn ekstremumomn,
kojisu reSavani metodom LagranZovih multiplikatora, odnosno od-
redivanjem stacionarnih tacaka funkcije

F(x, Aoy, A) = Mof(x) + <hg(x)>,
A =0, R A, + M =1, (1.5)

a zatim i problemima tipa
<egx~>—min, Ax = B, x >0 (1.6)

koji je vrlo blizak linearnoj varijanti modela (1.4), mada se metoda
Lagranzovih multiplikatora ne moZe koristiti za probleme linearnog
programiranja (LP), jer je za probleme (1.4) oblast X otvoren skup,
a za probleme (1.6) X = {x e R" : x > 0} je zatvoren skup.

S obzirom na vaZznost primene problema LP (linearnog progra-
miranja), pofev od radova L. A. Kantorovi¢a razradivane su nove
metode za reSavanje problema tipa (1.6), medu kojima i Danzigova
s1mp1eks-metoda za numeric¢ko re§avanje problema (1.6). Za metode
LP vezana je i teorija dualnosti, u  kojoj posebno mesto 1ma teo-
rema o razdvajanju konveksnih skupova. ‘

KoriS¢enje metoda konveksne analize omoguéilo je resavan]e
problema konveksnog programiranja

f(x)— min, g 01 =1, e e R R 7).
gde su f(x) i gi(x) konveksne funkcue preko Kuhn-Tackerove te-
oreme, koja utvrduje da za svako reSenje, problema (1.7) odgova-
raju¢a LagranZova funkcija dostize minimum.

Osnovni problem klasi¢nog varijacionog raéuna

J66) = [ 7 8 ye) y6) ) - dx—min,
Yx) = vo y(x1) =1,

(1.8)

gde je y(x) € CU [x,, x1], a f(x,y,y’). neprekidna skalarna funk-
cija s neprekidnim izvodima po svim argumentima zaklju¢no sa
izvodima treceg reda, jeste tzv. LagranzZov problem sa fiksiranim
krajevima, i predstavl]a uopsten]e polaznog ekstremalnog problema
(1.3) ako se stavi da je X = CW® [x,,x1], a minimizacija funkcije f(x),

e X < R" zameni minimizacijom funkcionala J(y(x) ), y(X) € -

CO [x,,x1].

Metoda varijacije pomocu koje se reSava problem (1.8) analo-
gna je metodi ispitivanja diferencijala problema (1.3); pomoéu ove
metfode dobijeni su osnovni rezultati u vidu neophodnih i dovoljnih
uslova za ekstremum funkcionala (1.8).



O malemati¢kim metodama optlmalnog upravljanja 231

Sliéno kao i u prethodmm problemima sa uslovnim ekstremu-
mom (1.4), i za osnovni varijacioni problem se mogu uvesti dopun-
ska ograniCenja, Sto dovodi do tzv. izoperimetrijskog problema.

X

/ .. 05 y(0), Y(x)) dx > min, f . 8y, YE) dx = 0,

[

x o ¥(Xe) = Yo Y(X1) = ¥, (1.9)

gde je g € R™, a uslov stacionarnosti izrazava se preko Ojlerove
jednatine za odgovaraju¢u Lagranzovu funkciju

Fxy,y, o M) = hof (xy,y) + < ) gxyy) >. (1.10)
Treba napomenuti da je osnovni problem varijacionog racuna,

tj. problem minimizacije funkcionala (1.8), ekvivalentan problemu
minimizaeije tzv. Bolcovog funkcionala

.7 ey, yeorax + @ (e, v ) - min, (L.11)

0

sa ogranitenjima y(X,) = ¥,, y(X1) =
2. Neka je u faznom prostoru R" kretanje fazne tatke (objekta
upravljanja) dato u vidu diferencijalnog ograniéenja

= F(x,ut), 2.1)
gde je u & R™ vektor parametra upravljanja, x & R vektor faz-
nog-stanja, af = (fy,..., f,) data vektorska funkcija.

Dopustivim upravljanjem nazivaé¢emo deo po dec neprekidnu
funkeiju

ut) eU{) < R te[t,T], (2.2)

koja na’ odsetku [t,,T] ima najvise konatno mnogo prekida prve
vrste, neprekidna je zdesna u tackama prekida i neprekidna sleva
u tacki T.

Pored klase deo po deo neprekidnih funkcija, ¢esto se razma-
tra u tzv. problemima optimalnog upravljanja i Sira klasa dopusti-
vih upravljanja — klasa svih ograni¢enih merljivih upravljanja ko-
ja zadovoljava ogranienja oblika (2.2).

ReSenje sistema (2.1) koje odgovara nekom dopustivem zada-
tom upravljanju u(t)e U (t) i potetnom faznom starju x, = R?
naziva se faznom trajektorijom objekta upravljanja definisanog re-
lacijama (2.1) i (2.2) i predstavlja reSenja KoSijevog problema

x(t) = I(x(t), u (1), 1), te [t,T], x(t) = x. 23)

Napomena. S obzirom na pretpostavku da je funkcija u(t, deo
po deo neprekidna, tj. da moZe imati najvife konatno mnogo pre-
kida prve vrste, pretpostavimo da su prekidi u tackama t1, ..., 1,
to<ti< ... <t;<T. Ako se pretpostavi da postoji reSenje Kosije-
vog problema (2.3) na odsecku [t,t1], gde je x(t1) = x1, razmatra-
¢emo A KoSijev problem

= 1(x(t), u()t), x(t) = x
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i, ako pri tom pretpostavimo da postoji resenje na odsecku [ti,te] i
da je x(t2) = x2, dolazimo do KoSijevog problema.

x(t) = f(x(t), u(t),t), x(t2) = xo.

Produzavanjem ovog postupka na svim podintervalima na ko-
jima je data funkcija u(t) neprekidna, zakljuéno sa podintervalom
[tx,T], dobili bismo reSenje KoSijevog problema (2.3) na celom od-
se¢ku [t,,T] u obliku neprekidne funcije

x(t) = x, + f: f(x(), u(xr), v)dr. (2.4)

U monografiji [4] je dat dokaz sledete teoreme:

Teorema 1. Ako je vektorska funkcija f definisana i neprekid-
na po svim argumentima u oblastima R*XR™X[t,T] i zadovoljava
Lipsicov uslov

lfxut) —fxut)) =< Mix—sxli ;
xx € R, ueRm" tel[t,T], (2.5)

tada za svako pocetno fazno stanje x, € R" i svako dopustivo upra-
vljanje u(t) KoSijev problem (2.3) ima jedinstveno reSenje (2.4) na
ceiom odsecku [t,, T].

U odnosu na klasi¢ne varijacione probleme, u kojima se traZzi
neka dovoljno glatka funkeija y(x) za koju zadati funkcional dostize
minimalnu vrednost, u problemima optimalnog upravljanja se po-
iavijuju dve komponente, x(t) i u(t), a njihov naziv (trajektorija i
upravljanje) vezan je za reSavanje prvih problema teorije optimal-~
nog upravljanja koji su, svakako, uticali i na &injenicu da se kao
klasa dopustivih funkcija uzima skup deo po deo neprekidnih funk-
cija. el

Osim ogranicenja (2.2) koja se odnose na dopustiva upravljanja,
mogu se razmatrati i ograni¢enja na fazne koordinate

x(t) € X(t), te [t,T], ; (2.6)
kao i grani¢ni uslovi na krajevima trajektorija
x(t) € So(ty), x(T) € 8(T), t, 0, Teobr (2.7

gde

So(to), S(T)cR™, 0,00 R, t, <T.

U sluéaju fiksiranih t, i T imali bismo jedno¢lane skupove
®, i Or i tzv. problem sa fiksiranim vremenom. Ukoliko je S,(t) =
= {x,}, re¢ je o problemu sa fiksiranim levim krajem, odnosno sa
fiksiranim krajevima ako je i S(T) = {x(T)} = {xr}. U sluéaju da
je So(ty) = R®, S(T) = R"®, imamo problem upravljanja sa slobodnim
krajevima, odnosno u ostalim slucajevima problem sa pokretnim
krajevima. i
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U problemima upravljanja definisanim relacijama (2.1), (2.2)
za t{rajektorije i upravljanja uz ogranitenja (2.6), (2.7), treba odre-
diti upravljanje u(t) koje ¢e minimizirati funkcional

: fux(Hu(t),tydt + ®x(T),T), + (2.9
Sto predstavlja tzv. Bolcov problem optimalnog upravljanja, koji se
naziva Lagranzovim problemom optimalnog upravljanja u sluéaju
kada funkcional (2.8) sadrzi samo integralni, odnosno Majerovim pro-
blemom ako sadrzi samo terminalni deo funkcionala ®(x(T),T).
Razmotrimo problem optimalnog upravljanja

x(t) = f(xt)u)t),

X(t) €S, x(T) €S, ult) eU. te [t,T], ()

sa grani¢nim uslovima

S,={xeR™ gx)=0, i=1,.., 1},

S ={xeR™ hx) =0,j=1, ,...,k}, (.

sa fiksiranim vremenom i sa funkcionalom

. .
j ¢ fox@u)hdt + @ (x(T)) — min. (%)

0

Uvedimo tzv. Hamiltonovu funkciju

n

Hxut?,¥) = 2 Yiiikxut) (2.9

1=0

gde je ¥, = const YP(t) = (Yi(t),..., Wa(t) ). Tada se pomocu
Hamiltonove funkcije (2.9) moZe napisati sistem jedna¢ina za fazne

promenljive
’ O0H
* 7 aw

odnosno sistem za konjugovane promenljive u odnosu na upravlja-
nje u(t) i trajektoriju  x(t)
dH

W= e = = (2.10)
to jest
i) = —Y, ~ - (x(t),u(t),t) — En Y. : £;(x(t)
1 o axi 40 ) ’ J -1 J aX1 5 | )

u)t), i =1,...,n

Na osnovu Teoreme 1 moze se zakljuciti da sistem (2.10) ima
na celom odsec¢ku [t,,T] jedinstveno, neprekidno reSenje Y/(t), pod
proizvoljno datim poctetnim uslovima,
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3. Sledeca teorema koja, kao i sve sli¢ne teoreme koje se za-
snivaju na tzv. uslovu maksimuma odgovaraju¢e Hamiltonove funk-
cije, predstavlja tzv. Pontrjaginov princip maksimuma, daje neop-
hodan uslov optimalnosti za problem optimalnog upravljanja defi-
nisan relacijama (*), (**) (***).

Teorema 2. Pretpostavimo da su funkcije f,, f1,..., f,, @,
g1, ..., g hi, ..., hy neprekidne i neprekidno diferencijabilne o
svim promenljivim xi1, ..., X,, a neprekidne po promenljivim
ut, ...., U, gde x € R", ue U c R™ te [t,T]. Neophodan uslov

optimalnosti procesa (u(t), x(t) ), te [t,T], defirisanog relacijama
(), (**), (7). jeste egzistencija reSenja W konjugovanog sistema
(2.10) koje odgovara procesu (u(t),x(t) ), i konstante ¥, < 0,
(¥, + 1Pl = 0, te [t,T]), tako da vaZe sledeéi uslovi:
1% uslov maksimuma, tj. za svako te [t,,T]
Hx(),u(t),t, ¥, ¥(t)) = max Hx@)ut¥, Y(t)); G.1)

uelU
20 uslov transverzalnosti na levom kraju, tj. postoje takvi ska-
lari a1, ..., at da je
1
W(to) =.2'x agi(x(t, ), (3:2)
1=

3% uslov transverzalnosti na desnom Kkraju, tj. postoje takvi
skalari f1, ..., Bx da je
k
Y(T) — Yod (x(T) ) =_Zﬂjhj(x(T) ) (3.3)

Ova teorema se moze dokazati za slucaj tzv. igli¢astih Varlga-
cija upravl]an]a (impulsa) oblika

[b——U(t), t<t<t+eg
0, eI \ Y+
gde je u(t) optimalno, a ue U proizvoljno dopustivo upravljanje.

ue (t) =

4. Sa razvojem metoda optimalnog upravljanja u kojima - je
koriSéen princip maksimuma pojavila se potreba za zasnivanjem ne-
ke opstije teorije za reSavanje ekstremalnih problema jer su, zah-
valjujuéi intenzivnom razvoju funkcionalne analize, mnogi varija-
cioni problemi poprimili apstraktniji oblik. U radu [6] Dubovicki i
Miljutin su formulisali jednu op$tu metodu za razmatranje ckstre-
malnih problema, koja je koriS¢ena za dobijanje novih rezultata u
teoriji optimalnog upravljanja, posebno kad je re¢ o optimalnim
problemima sa faznim ogranicenjima. Pomocu konveksnih konusa
koji aproksimiraju date skupove (pomocu kojih se definisu fazna o-
grani¢enja) i odgovaraju¢ih konjugovanih konusa dobijeni su opsti
uslovi minimuma, nazvani Ojlerove jednacine, odakie je izveden
princip maksimuma. Zahvaljujuéi ovom rezultatu, Bolijanski je do-
kazao da je princip maksimuma neophodan uslov optimalnosti za
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diskretni problem optlmalnog upravljanja sa pokretnim krajevima
i sa faznim ograni¢enjima.

' U konac¢nodimenzionoj varijanti metode Dubovickog — Milju-
tina u slu¢aju problema odredivanja uslovnog ekstremuma

f(x) - min, gx) = 0
xeR", f(x)g(x) €CW, Vix)=0, Vg + 0,

pretpostavimo da je x, reSenje datog ekstremalnog problema. Vek-
tor 1 € R" predstavlja zabranjenu varijaciju ako je

Of(x,) " a i Qf(x,) cq Am
— = lim " {f(x, ter) = - -1 e b
X 0+0 de Sx

odnosno predstavlja dopustivu varijaciju u odnosu na ograni¢enje
g(x) = 0 ako je

ag(x) ood o Bg(x)

dr e~0+0 Ty el

S obzirom da su skupovi zabranjemh varijacija i dopustivih

varijacija u tagki x, konveksni, pomoéu teoreme o razdvajanju kon-

veksnih skupova izrazene preko koeficijenata linearne forme koja

predstavlja hiperravan koja razdvaja date skupove, moze se poka-

zati da skupovi (I) i (II) nemaju za]edmcklh tacaka; ova dva skupa
se mogu razdvojiti ako i samo ako je

Af(x) gl
dax ox
$to se posredstvom Lagranzove funkcije moZze napisati u obliku
F(Xr )") = f(X) — ) g(x)1

$to znadi da je uslov minimuma sveden na uslov disjunktivnosti
konveksnih skupova.

5. Neka su sada u Banahovom prostoru zadati funkcional ®(w),
konacan broj ograni¢enja tipa jednakosti i ograni¢enja tipa nejed-
nakosti. Svako ograniéenje tipa nejednakosti jeste skup koji pred-
stavlja zatvaranje nekog otvorenog skupa-u prostoru B, a ogranice-
nja tipa jednakosti predstavljaju zatvorene podskupove prostora B,
bez unutrasnjih taéaka u odnosu na prostor B. Ako je w* tatka mi-
‘rimuma funkcionala ®(w), tada se odreduju skup zabranjenih va-
rijacija 2, elemenata w*, skup varijacija dopustivih po i-tom ogra-
ni¢enju tipa nejednakosti Q; i skup varijacija dopustivih po ogra-
ni¢enju tipa jednakosti Q. Ako se pretpostavi da su svi skupovi 2,
Q;, Q neprazni, tada je 2 zatvoren konus, a Q, Q: su otvoreni ko-

nusi sa centrom u koordinatnom pocetku.
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- Iz definicije konusa sledi da konus Q, predstavlja aproksima-
ciju skupa {w: ®(w) < ®(w"*)} u okolini tatke w*, konus £; u okoli-
ni tatke w* aproksimira skup elemenata dopustivih po i-tom ogra-
nitenju tipa nejednakosti, a konus aproksimira skup elemenata
tipa jednakosti u okolini tatke w*.

Prvi neophodan uslov minimuma u metodi Dubovickog-Milju-
tina je zasnovan na &injenici da je presek svih konusa £, Q, @
i =1,..., n, prazan skup, a drugi neophodan uslov je izraZzen
preko konjugovanih konusa. Ozna¢imo sa Q*, Q;* konuse konjugo-
vane sa konusima £ (zatvoreni konveksni konusi)i &; i = 0,
1, ..., n (otvoreni konveksni konusi). Ako je w* tatka minimuma
funkcionala ®(w), tada postoje takvi funkcionali w,eQ;*, i = 0,1,

,n, wet (od kojih je bar jedan razli¢it od nule) da vazi tzv.
Ojlerova jednacdina

W, +twt + ...+ w, + w=0, |
kojom se izraZzava drugi neophodan i dovoljan uslov da presek kon-

veksnih skupova @, 2, i = 0,1, ..., n, bude prazan skup, odakle
sledi teorema o razdvajanju konveksnih skupova [7].

. Ovaj rezultat je omoguéio Boltjanskom [5] da dokaZe da je
princip maksimuma neophodan uslov optimalnosti za diskretni pro-
blem optimalnog upravljanja sa faznim ograni¢enjima u smislu mi-

nimuma odgovarajuéeg zbirnog funkcionala u kome treba odrediti
dopustivo upravljanje u(0), u(l), ..., u(N-1) i odgovarajuce trajek-
torije x(0), x(1),..., x(N) tako da budu zadovoljeni uslovi:
1° promene faznih stanja
x(t + 1) = fy(x(t), ut)), =xt)eR?, t =101, ..., N—1;

29 ograni¢enja za dopustiva upravljanja

ut) e UycR™ t =01, ..., N—1;
3% fazna ogranifenja
x(0) €M, x(1) €My, ..., x(N) €M, M c R
N-1

49 J = 3 f(x(t), u(t))— min.
t=0

Takode se moZe dokazati da se navedeni diskretni problem op-
timalnog upravljanja sa faznim ograni¢enjima moZe svesti na pro-
blem matemati¢kog programiranja.

U vrlo Sirokoj lepezi raznovrsnih ekstremalnih problema sa
ogranifenjima, navedeni problemi u kojima se kao neophodan uslov
optimalnosti koristi princip- maksimuma, sacinjavaju vrlo znac¢ajnu
klasu, kako zbog moguénosti primene u razli¢itim dinami¢kim si-
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stemima tako i zbog ¢injenice da predstavlja uopstenje klasi¢nih va-
rijacionih problema. .
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