HPHOI'OPCKA AKAJEMHNJA HAVKA 1 YMJETHOCTH
TTTACHUK OAJEJBEA ITPUPOJHUX HAVKA, 16, 2005.

YEPHOI'OPCKA AKAJAEMUA HAYK U NICKYCCTB
I'TTACHUK OTAEJIEHMA ECTECTBEHHBIX HAVK, 16, 2005

THE MONTENEGRIN ACADEMY OF SCIENCES AND ARTS
GLASNIK OF THE SECTION OF NATURAL SCIENCES, 16, 2005.

UDK 530.19

M. Jaéimovi¢ i Z. Lj. Kovacevié

PROJEKCIONI METOD FUNKCIJA GRINA
U BCS MODELU SUPERPROVODNIKA

Sazetak

Projekciona tehnika u metodu jednacine kretanja za funkcije Grina
Je primijenjena da bi se istraZivao spektar elementarnih pobudenja u
Bardin-Kuper-Sriferovom modelu klasi¢nih superprovodnika.

GREEN FUNCTION PROJECTION METHOD IN
BCS MODEL OF THE SUPERCONDUCTIVITY

Abstract

The projection technique in the equation of motion for the Green
function was applied in order to investigate the spectrum of the elemen-
tary excitations in the Bardin-Cooper-Schrieffer model for classic su-
perconductors.

Polaze¢i od osnovnih postavki kvantne statisticke fizike, u ovom
radu koristimo tri teorijska metoda za mikroskopski opis superprovod-
nog stanja obi¢nih (klasi¢nih) superprovodnika [1]-[3].

Relativno novi i jo$ uvijek u razvoju je tre¢i navedeni metod, metod
projekcije jednacina kretanja funkcija Grina (PJKFG), [4]-[9] koji se za-
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sniva na projektovanju desne strane jednaCine kretanja funkcija Grina
(GF) na polaznu GF. Posto GF predstavlja propagaciju (prenosenje)
nekog kvaziCesticnog pobudenja kroz mnogocesticni sistem, onda se
moze re¢i da metod PJKGF ima fizicki smisao (tj. da se sastoji) u izdva-
janju glavnog (linearnog) dijela rasijanih kvazicestica, zbog interakcije
sa ostalim Cesticama sistema.

1. METOD JEDNACINA KRETANJA FUNKCIJA GRINA

U okviru kvantne statisticke fizike mnogocesti¢nih sistema koristi se
metod matrice gustine ili statistickog operatora pri izracunavanju sred-
njih vrijednosti fizickih veli¢ina kao $to su, na primjer, energija sistema,
magnetizacija, povrSinska gustina struje i1 sli¢no. Tako se statisticka
srednja vrijednost neke fizicke veli¢ine f izracunava kao

Y=Tr( f)=2 mfm, (1)

gdje Tr oznacava 'trag' matrice (suma dijagonalnih elemenata) i gdje u
slucaju statisticke ravnoteze, statisticki operator x ne zavisi od vremena.
Ako se ne mijenja broj Cestica sistema u razmotrenoj zapremini, onda se
koristi Gibsov kanonski ansambl, t. j.

1 0

— -pH — -PH ; —
=—e ™, Z=Tr(e , ih—=|H, 2

~ (), in—=[H, ] )
gdje je [4, B] = AB—BA komutator operatora 4 i B, koji se javlja u Liu-
vilovoj jednacini za . StatistiCka suma Z odreduje Helmholcovu slo-
bodnu energiju F =—£"InZ, gdje je H hamiltonijan sistema Eestica,
B =1/(k,T), Bolcmanova konstanta k, =1,38-10J/K, a T — tem-

peratura. U namjeri da se opiSe odziv sistema na spoljasnje uticaje ili, na
primjer, rasijanje Cestica u sistemu medusobno interagujucih cestica, na
prirodan nacin se pojavljuju korelacione funkcije. Za operatore u Haj-

zenbergovoj slici  A(¢) i analogno za B(t) se definiSe

vremenska korelaciona funkcija u obliku ravnoteznih srednjih vrijednos-
ti (A(¢)B(t')). Ako se uzme u obzir vremenska evolucija operatora u

Hajzenbergovoj slici in0A(t)/0t =[ A(t), H], dobija se jednacina kre-
tanja za korelacione funkcije u obliku:

5 d Ny 4 "y — :
ih— Fyt =) =ih— (ADBE) = A1), H1B(). )

— il go-iHilh
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Neka na sistem ¢iji hamiltonijan H ne zavisi od vremena, djeluje dodat-
no i perturbacija H'= B5(t—1,). Onda ¢e statisticki operator u Hajzen-

bergovoj slici biti p'(¢) = p+Ap(¢) gdje je

Ap(t) =i dr'e ™ [H' (1), ple™. &)

Tada je statisticka srednja vrijednost operatora u Hajzenbergovoj slici

A(0) = Tr(pA)+ THAP(1) A} = (A) + | (AW, H' (1)), (5)
gdje je u saglasnosti sa Zubarevom notacijom [2]1 [3]

G(t,1") = ((A@), B(t')))" = —i0(t =" [ A(1), B(1")]) (6)
komutatorska retardovana (koja kasni) dvovremenska funkcija Grina
(GF),a 6(t>0)=11 6(t <0)=0 je Hevisajdova funkcija 'stepenica’.
Koriste¢i relaciju 00(t—1t")/ot = 5(t—t"), gdje je S(¢t) Dirakova 'delta
funkcija', dobija se jednacina kretanja za GF:

i%((A(t),B(r)»’ = 5(t—t")[ A, B]) + {[A(®t), H], BE))). (7)

Ako se uvedu Furijeove transformacije (F.T.) za korelacione funkcije i
GF respektivno,

1 00 . ’ 1 00 . . ’
Fu(t=1)=3-[ Ju@e™ " do, Glyt-1)=1o[ Gly(Eye™dE.®)

onda jednacina kretanja za GF dobija sljede¢i oblik:

G ip(0) =([4,B]) +([4,H]; B)),,. 9)
Koriste¢i jednakost
1. =Pl¢m§(x), (10)
x*tie X

. 1 . . :
gdje ¢ >0, P— oznacava Kosijevu glavnu vrijednost integrala fun-
X

keije 1/x, dobija se sljedeca relacija izmedju F. T. korelacione funkcije i
GF:
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2 :
JBA(a)):WImGAB(a)-{_l‘C")’ (11)

gdje je Im imaginarni dio odgovaraju¢e kompleksne veli¢ine. Dokaz
relacije (10) navodimo u Dodatku, na kraju ovog rada.

2. SUPERPROVODNOST U MODELU BARDIN-KUPER-SRIFERA

Za opisivanje osnovnih osobina klasiénih (BCS - Bardin, Kuper, Sri-
fer) superprovodnih jedinjenja, koristi se hamiltonijan

+ 1 N ot
HBCS - zgpapap +EZVBCS(p’p )apa—p a—p’ap” (12)
P 74

gdje je ¢, =¢&(p)—u, p je hemijski potencijal, p=(p,o), o==I
oznaCava z-projekciju spina, a p — impuls elektrona. Samo za p'=—p

efektivno privlacna interakcija u uskom energetskom sloju Sirine
2w, ~ k,T,. oko Fermi sfere ima nenultu vrijednost V,.,(p,p')=-g,

gdje je g > 0 konstanta privlacne interakcije izmedu elektrona u Kupe-
rovom paru. Sopstvene vrijednosti razmatranog hamiltonijana H .,
naci ¢emo na tri nacina.

2. 1. Bogoljubovljev metod kanonskih transformacija

Spektar elementarnih pobudjenja E,, tj. svojstvenih vrijednosti ha-

miltonijana H ,.;, se moZe izracunati koriste¢i Bogoljubovljev metod
kanonskih transformacija sa Fermijevih operatora a, za elektrone na

nove Fermijeve operatore ¢, za kvaziCestice

+ + _ T + +
(ap a, a, afp)_W (ap a, @, afp)’ (13)
gdje je
u, 0 0 v,
0 u % 0
W= P , wl=w', (14)
0 -v, u, 0
-V 0 0 u
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ortogonalna matrica 'u-v transformacije'. Da bi antikomutacione relacije
bile zadovoljene i za nove operatore & ,, tj. da bi 'u-v transformacija' bi-

la kanonska, potrebno je da bude zadovoljen uslov u; + v; =1. Tako se

H . izrazava kao hamiltonijan fermi gasa medusobno neinteragujucih

kvazicestica [1]-[3]
2

A
Hyes = ZEP a,a, +Z(gpvf) - 2; ), (15)
p p )4

gdje je  spektar  elementarnih  kvaziCesticnih ~ pobudenja
— 2 2 112 © 1 . . .
E,=(g,+|A,])" odakle se vidi da A, predstavlja energetski procjep

u spektru i izrazava se na sljede¢i nacin:
A, =ZV(p,p’)<a_p,ap,>. (16)
p'o’
Ako se za grube ocjene uzme da je V(p,p')=V =const, onda se
dobija i energetski procjep A, = A kao funkcija od temperature 7, jer se

statisticki srednja vrijednost (1) izrazava preko statistickog operatora

).

2. 2 Metod prekidanja lanca jednacina kretanja za funkcije Grina

Jednacina kretanja za normalnu GF G, (t—t") = {(a,(¢);a,(t"))) dovo-
di do neophodnosti uvodenja anomalne GF F,(t-t")={(a’,(t);a,(t')))
uz pretpostavku [1]-[3] da u sistemu postoji izvor Kuperovih parova el-
ektrona (vezanog stanja dva elektrona sa suprotnim projekcijama spina
o 1suprotnim impulsima p), tj.
H=Hys+vY W (aya’,+H.c). (17)
p

-p

Uvode¢i tzv. anomalne srednje koje odgovaraju stvaranju ili

ponistavanju Kuperovih parova (a,a’,), i {a_,a,), na kraju racuna se
sprovodi grani¢ni prelaz v — 0 (tzv. metod kvazisrednjih vrijednosti
Bogoljubova). Koriste¢i aproksimaciju srednjeg polja, lanac medusobno
povezanih jednaCina GF se prekida na prvom koraku, pa su F.T.

jednacina kretanja za normalnu i anomalnu GF respektivno
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(w-¢,)G, (0)=1+A F (w), (0+¢,)F, (0)=N,G, (). (18)

PP pop
RjeSavanjem gornjeg sistema linearnih algebarskih jednacina po G ,(®)
R . _ wteg, Lo N
i F,(w) dobija se Gp(a))—rEpz, F, (a))—TEpz. (19)
Dalje se dobija [3] samosaglasni izraz za ra¢unanje energetskog pro-
cjepa, zatim srednja vrijednost energije sistema i srednja vrijednost zau-
zatosti jednocesti¢nih stanja na isti nacin, kao i na kraju sljedeceg par-
agrafa.

2. 3. Metod projekcije jednacina kretanja funkcija Grina

Da bi se koristila teorija perturbacija (npr. metod Fajnmanovih dijagra-
ma) za opis superprovodnog stanja, pogodno je uvesti tzv. matricnu GF

G, G G @-t) F(@-t
gp(r—r'){ ! ”}E ) SeCn | (20)
Gzl G22 Fp (t_t ) _Gfp (t _t)
Uvode¢i dvokomponentne (spinorne) Nambu operatore
al’ + +
‘Pp =l .| ‘Pp Z(ap afp). 21
a,
F. T. matricne GF ima sljede¢i oblik:
G,(0) F, (o)
G, (@) =¥ I‘P*>>w=( L ! . (22)
’ P15 T Er @) -G (~w)

Da bismo primijenili metod projekcionih jednacina kretanja, treba naj-
prije napisati jednacinu kretanja za Nambu operator ‘¥,

d _ _ ir
¥, =7, =¥, HI=E¥,+ 7], (23)
gdje je Z, ireducibilni dio matrice kolone Z,, koji se javlja kao

posljedica procesa neelasti¢nog rasijanja prilikom propagacije elektrona
u interagujuéem mnogocesticnom sistemu. Iz uslova ortogonalnosti

({Z),¥,}) =0 i jednakosti ({¥,,¥,}) =1, gdje je I - kvadratna jedi-
ni¢na matrica, a {4, B} = AB+ BA je antikomutator operatora 4 i B, se
dobija tzv. frekvencijska matrica po definiciji
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24)

Z,.,a’ Z,,a_
E=«zwwg>={{”“ﬁ'{ ap}.

{Zzlaa;} {Zzzsa-p}
Matri¢ni elementi matrice kolone Z su odredeni jednaCinama kretanja

. .
redom operatora a,(?) i a’, (1), 4.

L (6)=1a,(t), Hyes 1= 60, + TV (P 0,

7 zZ, (25

dt

Koristec¢i operatorske identitete
{4B,C} = A[B,C]+{4,C}B,  [4,BC]={4,B}C-B{4,C}  (27)
lako se dobijaju sljedece relacije:
Zay=e,+W(ppa,a,. Zya,y=dV(ppa e, (28
=~

d + + ! + +
i—a’,()=[a_,(1),Hys]=-¢,a ,+ ZV(p,p Ya,a’,a, =2, (26)
=

21: p} ZV(pp)ap a_,, {Znsa_,,}:—gp—2V(p,p)a;ap. (29)

odakle se posle statistickog usrednjavanja (1) dobijaju elementi frekven-
cijske matrice £ (24). IzvrSavajuci F.T. jednacina kretanja GF (22) dobi-
ja se sljedeca relacija:

(P, 1,0 =T+ EQY, ¥, +{Z,) ['¥,)). (30)
Efekti superprovodnog sparivanja elektrona se mogu izucavati u okviru
generalisane  Hartri-Fok-Bogoljubovljeve aproksimacije, kada je
(Z I’f ]‘P; ) = 0. Tako se dobijaju redom sljedeci izrazi za normalu
G,(®) ianomalnu F,(w) GF:

G- 25 R &

W) =——=7, W)= ——==
p a)z _E2 _ E2
gdje su zbog interakcije V dobijene prenormirane vrijednosti jed-
noCesti¢nih energija & , 1energija elementarnih eksitacija E )

p

g, =¢,+2V(p,pn,, E =E@+|A, )" (32)
1 gdje je srednja popunjenost jednoCesti¢nih stanja n, = (a;a ,) > koja je

u normalnom stanju jednaka Fermi-Dirakovoj funkciji raspodjele. Kori-
steci relaciju (11) dobija se korelaciona funkcija



22 M. Jaé¢imovi¢, Z. Lj. Kovadevié

o dw . )
aa’y=[" > 1+exp(ﬂa)){_2IMF (0 +ig)} (33)

Primjenom relacije (10) i izraza za ermitski konjugovanu anomalnu GF

N A 1
(@)= e ——} (34)
2EP o-E, o+E,
dobija se
Ay o do _A, B, (35)
(a a_p 2E Tt exp(fo ){5((0 E) 5((0+E )} = Eptanh2/ﬂ

Tako se na osnovu prethodne relacije (35) i definicije (16) dobija sa-
mosaglasna relacija za odredivanje energetskog procjepa

B l~2y A 2
ZV(pp) \/ A tanh EptlAy | . (36)

|A | 2/p

Zbog toga Sto dozvoljene vrijednosti impulsa p' skoro neprekidno
ispunjavaju I Briluenovu zonu, moze se pre¢i od sume po p' na integra-
ciju po koordinatama impulsa u sfernom koordinatnom sistemu. Izvrsa-
vanjem integracije po ugaonim promjenjivim, dalje se moze preci sa in-
tegracije po | p | na integraciju po energiji &, pri ¢emu se ¢e se ispod in-

tegrala pojaviti i gustina elektronskih stanja N, = dp/de . Uzevsi u ob-
zir ranije pomenute aproksimacije V(p,p') =g, zatim za energetski
prociep A, =A.,0l|o|, gdje je o==I1, ima nenulte vrijednosti
A, = A, samo u uskom intervalu energija @, oko Fermijevog nivoa
& 1 N, =N, gdje je N, — gustina elektronskih stanja na Fermi-
jevom nivou, dobija se integralna jednacina iz koje se moze dobiti tem-
peraturna zavisnost A(7) u slucaju ako se uzme da je Ep =¢,8

1 op 1 JEX+AT)?
—=| "dg tanh , 37)
gNp 0 JE*+ AT 2k, T

inae se mora ona rjesavati zajedno sa odgovaraju¢om samosaglasnom
Jednacinom za zauzetost jednoCestiCnih nivoa n, koja se izrazava preko

A, kao $to ¢e biti izvedeno na kraju ovog paragrafa. Za temperature
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T' > T, energetski procjep nestaje A — 0, pa se dobija sljede¢a jednaci-
na za ocj enjivanje temperature 7. prelaza u superprovodno stanje
op dg anh
gN 2kB c
Na nultoj temperaturi (77— 0), jednacina (38) za energetski procjep
A(T =0)=A, dobija sljedeci oblik:
A0
Ve +I |
odakle se skrac¢ivanjem A, i izraCunavanjem tablicnog integrala dobija
sljede¢i izraz 1/(gN,)=In(w, ++ o, + A,)/(A,) . Zadrzavajuéi samo

~1(gN )
9

(38)

A, =gN, IO”Ddg (39)

¢lanove prvog reda po A,/@,«l, dobija se kona¢no A, = 2w,e
odakle se moZe ocijeniti vrijednost energetskog procjepa na 7 =0 kao
A, ~107w, ~0.1 meV, pri éemu je uzeto da je za klasiéne super-
provodnike proizvod jaCine privlacne interakcije elektrona u Ku-
perovom paru i Fermijeve energije iznosi gN, <(0.5+0.2).

Navedimo na kraju i relacije iz kojih se dalje lako mogu dobiti ter-
modinamicke osobine BCS superprovodnika. U aproksimaciji srednjeg

polja, dobija se da je srednja vrijednost energije
2

IlaF o E
U=<HBCS>=ZEgn ——E 2 —tanh —~—. (40)
S e B 2k,T

Srednji broj kvazicestica u stanju p je

. o do 1
n,=(a,a,) —Lﬂ g 7 (41)
Ako se iskoristi na osnovu (31) relacija
1+&/E, 1-%/E
Gp(a))zl LT+ £t (42)
2 o-E, o+E,

i relacija (10), dobija se samosaglasni izraz za popunjenost jed-
nocCesti¢nih stanja, jer je u okviru definicije (32) za prenormirane ener-
gije jednocesti¢nih nivoa Ep sadrZana i zavisnost od 7,
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1, € E
n, =—1—-=-tanh—=— | (43)
P2 E 2k, T
P
koja se mora rjesavati, kao Sto je ve¢ naglaseno ranije, zajedno sa sa-
mosaglasnom jednac¢inom za energetski procjep (37), odnosno (38), koji
figuriSe u definiciji spektra elementarnih pobudenja (32).

3. ZAKLJUCAK

Koriste¢i metod projekcije jednacina kretanja GF dobijaju se isti iz-
razi za normalnu i anomalnu GF kao u metodu prekidanja lanca jednaci-
na kretanja GF. Ako se ispusti razlika u znaku kod anomalne GF koja ne
dovodi do sustinskih fizickih posljedica, jedina razlika je dobijanje
prenormirane energije jednocesti¢nih nivoa Ep 1 prenormirane energije

elementarnih pobudenja E ,(32).

Dok je za dobijanje vrijednosti energetskog procjepa na 7' = 0, vaze
iste relacije u oba metoda, dobijanje temperaturne zavisnosti A(7) u

okviru metoda projekcije jednacina kretanja predstavlja mnogo slozeniji
numericki zadatak.
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4. DODATAK

Relacija (10) se Cesto koristi u metodu GF. Ovdje navodimo njen
jednostavan dokaz [10]. Razdvojimo realni i imaginarni dio izraza
l/(xxig),

1 x¥Fie

i iiel (e > 0+). (44)

Uzevsi u obzir da je jedna od reprezentacija Dirakove ' o -funkcije’
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5(0) = lim———, (45)
0T x>+ 87
onda se imaginarni dio izraza (45) moze zapisati u obliku imaginarnog
dijela relacije (10). Realni dio pomnozimo sa funkcijom f(x) koja je
neprekidna u x =0, pa sprovedimo integraciju po x

tim [ 0= tim g ([ 0. (46

0+ -0+

Drugi 1ntegra1 u relaciji (45) je jednak nuli, tj.

llmr’] xebx f() f(O)hmfln(x +é& )\“’ £(0) hmfln’7 +e ~=0. (47)
2 +¢?

n—0+ n—0+

Ako zamijenimo redosljed trazenja grani¢ne VrljeanStl u preostala
dva integrala onda se konacno dobija relacija

tim [ 0= tim ([ 7+ [ o (48)

>0+~ n—0+

Postavljanjem f (x) =1 u relaciji (48), dobija se i realni dio relacije

(10).
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