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O ASIMPTOTSKI STABILNIM SISTEMIMA SA
VELIKOM NEPOTPUNOM DISIPACIIOM

Izvod

U radu se razmatra uticaj veli¢ine nepotpunog prigusenja,
iskazane preko jednog skalarnog parametra, na karakter kretanja
asimptotski stabilnih linearnih mehanickih sistema sa konacnim
brojem stepena slobode. Na osnovu analize prirode sopstvenih
vrijednosti zakljucuje se da su pri dovoljno velikom prigusenju ovi
sistemi djelimi¢no oscilatorni. U tom slucaju, broj prigusenih
oscilatornih modova jednak je razlici broja stepena slobode 1 ranga
matrice disipativnih sila. Specijalno, data je kompletna analiza uticaja
prigusenja na oscilatornost sistema sa dva stepena slobode, koja
pokazuje da postoje neoscilatorni sistemi, kao tipi¢na klasa, na
kona¢nom intervalu promjene parametra prigusenja.

1. UVODNA RAZMATRANIJA

Dinamika linearnog viskozno priguSenog elasti¢nog sistema sa n
stepena slobode opisana je vektorsko-matricnom diferencijalnom
jednacinom drugog reda

Ac’i+ﬂBc}+Cq=0,qeR”,-=%, (1)
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gdjesu 4, B i C realne simetri¢ne matrice redan,a € R" . Iner-
cijska 4 i matrica krutosti C su pozitivno definitne (>0), dok je ma-
trica prigusenja SB, u op$tem slucaju, pozitivno semidefinitna (> 0).
Pozitivni parametar £ karakteriSe intezitet disipativnih sila. Kada je
rank B = n ( B>0) priguSenje je potpuno, a u slucaju kada je rank B
<n govori se o nepopunom (djelimi¢nom) prigusenju.

Potpuno priguSen sistem (1) je asimptotski stabilan, a u slucaju
nepotpunog prigusenja on je ili asimptotski stabilan (tada se govori o
prozimaju¢em prigusenju) ili samo stabilan [1]. U poslednjem sluca-
ju, posredstvom odgovaraju¢e koordinatne transformacije, sistem se
moze raspregnuti na dva medusobno nepovezana podsistema od kojih
je jedan asimptotski stabilan a drugi neprigusen [2]. Imaju¢i u vidu
ovu ¢injenicu, dalje ¢emo pretpostavljati da je nepotpuno priguSeni
sistem (1) asimptotski stabilan i razmatracemo uticaj veli¢ine priguse-
nja (parametra [ ) na karakter kretanja sistema.

Posto je A pozitivno definitna a B pozitivno semidefintna matri-
ca, postoji nesingularna realna matrica Q takva da je

0"40=1, Q"BQ=D 2)

gdje je / jedini¢na a D dijagonalna matrica (v., npr., [3]), koju je
pogodno zapisati u obliku

D, 10 :
D=|-~-4--1.D, =diag(d,....d,), 3)

pri ¢emu je k =rankB i d, >2d, , >...2d, > 0. Linearnom zamje-
nom koordinata

q=Q(—yJ, yeR' zeR™ )
z
imajuci u vidu (2) i (3), jednacina (1) se svodi na oblik

AR e 6 o

gdje je
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K=0'Co= (KKJ (6)

transformisana matrica krutosti podijeljena na blokove saglasno po-
djeli matrice D .
Pretpostavljajuci rjesenje jednacine (5) u obliku

(y j=@expw> )

prelazi se na sopstveni zadatak

AL 42Dy + Ky 1 K, Yy (0 ®)
K/, V21, +K, \Z) 0

gdje je sa I, oznacena jedinicna matrica reda r, a broj A i vektor
U :( "z T)T koji zadovoljavaju (8) su sopstveni par sistema — sop-

stvena vrijednost i sopstveni vektor, respektivno. Razmatrani sistem
ima 2n sopstvenih vrijedenosti - rjeSenja karakteristi¢ne jednacine

AL, B) = de{il_]_f_’i_ﬂ_l_)l_liﬁl_% ________ ] _0 )

S obzirom da se prepostavlja da je sistem asimptotski stabilan, za
Sto je potrebno i dovoljno da bude [4]

rank(Klrz : K, K}, : : K;£k71K12>T =n—k, (10)

sopstvene vrijednosti su kompleksni brojevi sa negativnim realnim i
razli¢itim od nule imaginarnim djelovima (tada se javljaju u konju-
govanim parovima) ili negativni realni brojevi. Konjugovano kom-
pleksnim sopstvenim vrijednostima odgovara priguseno oscilatorno
kretanje, a realnim — eksponencijalno opadaju¢e neoscilatorno kre-
tanje.

Prema tome, sistem (1), odnosno (5), je oscilatoran (svako kreta-
nje je oscilatornog karaktera) ako su sve njegove sopstvene vrijedno-
sti kompleksni brojevi, djelimi¢no oscilatoran ako njegov spektar,
osim realnih brojeva, sadrzi bar jedan konjugovano kompleksni par i
neoscilatoran ako su sve sopstvene vrijednosti sistema realni brojevi.
Odredivanje prirode kretanja viskozno prigusenih sistema, zaobilaze-
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¢1 direktno racunanje sopstvenih vrijednosti, ima ne samo teorijski
ve¢ 1 praktiCan znacaj [1], [5]. Sistem (5) je oscilatoran ako je
p<2d; IQI , gdje je €, najmanja kruzna frekvencija odgovarajuceg
neprigusenog sistema [6]. S druge strane, dobro je poznato da je pot-
puno priguseni sistem neoscilatoran pri dovoljno velikim vrijednosti-

ma parametara  (recimo za > 2d,'Q,, Q. - najveéa kruzna frek-

vencija neprigusenog sistema, v.[7]). Osim toga, u svim poznatim kri-
terijumima neoscilatornosti formulisanim preko opisnih matrica pret-
postavlja se definitnost matrice D, tj. oni su neprimjenljivi na djeli-
mic¢no prigusene sisteme, [7], [8].

U ovom radu, u narednom odjeljku, analizira se uticaj veli¢ine pa-
rametra [ na karakter kretanja djelimi¢no prigusenih sistema sa dva
stepena slobode. 1z ove analize slijedi:

1) ne postoji, za razliku od slucaja potpunog prigusenja, vrijed-
nost f3, takva daje za S € (f3,,0) sistem neoscilatoran;

2) postoje dvije tipi¢ne klase sistema od kojih jedna takva da pod
uticajem djelimi¢nog prigusenja ne moze biti neoscilatorna i druga —
neoscilatorna na nekom kona¢nom intervalu promjene parametra /.
Karakter kretanja se mijenja pri onim vrijednostima parametara /3
pri kojim dolazi do bifurkacije sopstvenih vrijednosti sistema.

U odjeljku 3 pokazuje se da svojstvo 1) vazi i za sisteme sa proiz-
voljnim kona¢nim brojem stepena slobode. Vise od toga, dokazuje se
da je u grani¢nom slucaju kada £ — o broj priguSenih oscilatornih
modova sistema (konjugovano kompleksnih parova sopstvenih vri-
jednosti) jednak razlici broja stepeni slobode sistema i ranga matrice
disipativnih sila.

2. SISTEM SA DVA STEPENA SLOBODE

Za n = 2, u jednacini (5), odnosno (8), D,,, K,;, K,, 1 K,, su
skalarne veli¢ine; pozitivni skalar D,, moZe se pridruziti paramet-
ru /3, tj. uzeti da je D,, =1. Pozitivna definitnost matrice K i uslov

asimptotske stabilnosti (10) namecu sljede¢a ograni¢enja na koefici-
jente krutosti:

K,>0, K, K,-K,>0, K,=#0 (11)
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Ako se u (5) predje na bezdimenziono vrijeme 7 =,/K,,¢ 1 za tako
dobijeni sistem razvije odgovarajuca jednacina (9), dobija se karakte-
risti¢na jednacina Cetvrtog stepena
AL =2+ +(a+ DV +yA+a-b=0, (12)
gdje su:
ﬂ Kll K122
7/ = . a = . b = ,
'\[ K22 K22 K222
a uslovi (11) se svode na uslov
O<b<a (14)
Da bi ispitali uticaj veli¢ine koeficijenta prigusenja y na karakter
kretanja razmatranog sistema uoc¢imo krivu

T={2,7) eR*:A(1,7)=0,4 <0}, (15)

(13)

koju ¢emo zvati karakteristi¢na kriva sistema. Ona je grafik funkcije

4 2 _
7/:_/1 +(1+a2)/1 +a b, e (=0.0). (16)
A4 +1)

¢iji je prvi izvod

,_dy f(A)
T aT T E@ Ay 4
gdje je
fw)=u’+Q2—-au’ +(1-2a+3b)u—(a—b) (18)
Karakteristi¢na funkcija (16) ima sljede¢e osobine:
Dy(A)>0,y >wokad A—>-01iy—>wo kad L > —x;
2) realni korijen jedna¢ine (12) visestrukosti k (1< k <4) je
kriti¢na tacka funkcije (1) (nula funkcije (17)) reda k — 1, i obrnuto.
Osobina 2) se dokazuje na osnovu identiteta
d'A(Ly(A) _
dA

imajudi u vidu da je korijen visestrukosti k jednacine (12) istovreme-
no i korijen jednacCina

0,i=1,2,.. (19)
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TALD) g i=1,. k1 0)
oA

Na osnovu prethodnih razmatranja, zakljucuje se da je za neku
vrijednost koeficijenta prigusenja, recimo 7, broj razli¢itih realnih
korijena jednacine (12) jednak broju zajednickih taaka karakteristi-
¢ne krive (17) i prave y =y ; tatkama presjeka (transferzalnog) od-

govaraju prosti korijeni a taCkama dodira korijeni ¢ija je viSestrukost
za jedan veca od reda dodira.

Kriti¢énim tackama funkcije (16) odgovaraju pozitivne nule poli-
noma (18). O karakteru nula kubnog polinoma zakljucuje se na osno-
vu znaka njegove diskriminante (v., npr., [9]), koja je u naSem slucaju

0=-L[108° ~9h(1+14a+a)+80+a)'] Q1)

Kada je Q > 0dvije nule su konjugovano kompleksni brojevi, a kada
je O <0 sve tri nule su realne. Kriva
B={(a,b) e R* :0(a,h)=0,0<b < a} (22)

sastoji se od dvije grane — grafika funkcija

b, =21—4[a2 +14a+1%(a-5)/(a=5)a+1/3)],  (23)

definisanih za @ > 5, sl. 1. Tacka (5,4) je povratna tacka krive B, gor-
nja grana b, presijeca granicu oblasti asimptotske stabilnosti (14) u

tacki (8,8), a donja grana b_ asimptotski se priblizava pravoj

8, 32
9 27’
sa gornje strane kada a — oo, ne presijecajuci je nu u jednoj tacki. U
oblasti

(24)

D, ={(a,b):a>5b <b<b, b<a} (25)

je O <01, dakle, polinom (18) ima tri realne nule ra¢unajuéi njihovu
viSestrukost, a u oblasti

D, ={(a,b):0<b<a}\D, (26)
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jednu (prostu) realnu nulu, jer je QO >0, koja je pozitivna (zbog

£(0)=b—-a<0).

a) Slucaj kad je (a,b) e D,
Neka je u. pozitivna nula polinoma (18). Tada je 4. = —Ju. je-

dinstvena kriti¢na tacka funkcije (16) — tacka regularnog minimuma
(7"(A.) > 0) i karakteristi¢na kriva izgleda kao na sl. 2.

S1. 2

Za 0<y<y., 7. =y7(4.)>0, prava y =7 nema zajednickih taca-
ka sa karakteristicnom krivom sistema i, dakle, svi korijeni karakte-
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risticne jednacine (12) su kompleksni brojevi, odnosno svako moguce
kretanje sistema je oscilatorno. Za y > ., prava y =y ili presijeca
karakteristicnu krivu u dvije tacke (7 > 7.), ili je dodiruje (7 = y.),
pa jednacina (12) ima ili dva prosta realna korijena ili dvostruki rea-

lan korijen, respektivno, i dva konjugovano kompleksna korijena pa
je sistem djelimi¢no oscilatoran.

b) Slucaj kad je (a,b) € D,

Neka su u,, (i =1,2,3) realne nule polinoma (18). Posto je u D,,
a>5, b<ai 2b>24-3Z u ovoj oblasti bice: 2—a<0,1-2a+3b>0,
—(a—b)<0, pa u skladu sa Dekartovim pravilom [9], broj pozitivnih
nula polinoma (18) je ili 1 ili 3.S druge strane, ako isto pravilo
primijenimo na polinom f(—u) zakljucujemo da f(u#) nema negativ-
nih nula. Slijedi, u oblasti D, sve tri realne nule u., moraju biti pozi-
tivne i to: proste kad je (a,b) € D, \ B, jedna trostruka u povratnoj
tacki 1 jedna prosta 1 jedna dvostruka nula u ostalim tackama krive B.

b.1) (a,b) e D, \ B

Neka je u, <u., <u.,. Tadasu A, =—ju, 1 A, =—\/E tacke
regularnih lokalnih minimuma, a A,, = —\/E tacka regularnog lokal-
nog maksimuma  funkcije  (16), sl. 3. Neka su:
ye=min{y(2g),7(Aa)b, Ve =max{y(A,),y(As)}i 7" = y(Ay).
Jasno je da je y, < y.. <y . Zaklju€ujuci analogno kao pod a), u poje-
dinim intervalima vrijednosti koeficijenta prigusenja broj realnih rje-
Senja jednacine (12) je kako slijedi

— 7 €(0,y.) — Cetiri konjugovano kompleksna korijena (oscila-
torni sistem);

— ¥y €[¥+, 7 ) — dva realna i dva konjugovano kompleksna kori-
jena (djelimi¢no oscilatoran sistem);

— % €[V, ] Getiri realna korijena (neoscilatoran sistem);

— ye(y ,0) —dvarealna i dva konjugovano kompleksna korije-
na (djelimi¢no oscilatoran sistem)
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SI. 3
b.2) (a,b) = (5,4)

Polinom (18) ima trostruku nulu u. =1 kojoj odgovara tacka singu-
larnog minimuma A. = —1 funkcije (18) (/(-1)=y"(-1)=0,/""(-1)>0)
sa kriticnom vrijednoséu y. =2, sl. 4. Kad je y €(0,2) sistem je
oscilatoran, za y =2 - neoscilatoran (Cetvorostruki realni korijen
jednacine (12)) i za y € (2,0) djelimi¢no oscilatoran (dva realna i
dva konjugovano kompleksna korijena).

B

Y

55}

5 -
45}

4r 7%
35 ”

-5 -45 4 35 3 2.5 2 1.5 1 0.5 u]

—A
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b.3) (a,b) € B\ (5,4)

Polinom (18) ima jednu prostu u, 1 jednu dvostruku nulu

U., = U, , kojima respektivno odgovara tacka regularnog minimuma
Ay = —yJuy, (dvostruki korijen jednacine (12)) i prevojna tacka

Ay = —\/E (trostruki korijen jednacine (12)) karakteristicne
funkcije (16), sl. 5. Karakter sistema u pojedinim intervalima
vrijednosti koeficijenta priguSenja je:

- 7<(0,7.),7. = y(A,) — oscilatoran sistem;

— ¥V €V, Vu)s Vae = y(As,) — djelimicno oscilatoran sistem;

— ¥ = 7. —neoscilatoran sistem;

— ¥ € (Vs ,®©) —djelimi¢no oscilatoran sistem.

SI1. 5

Podvucimo da svaki nepriguSeni sistem, asimptotski stabilan
poslije uvodenja djelimic¢nog prigusenja, je predstavljen tackom (a,b)
u oblasti {(a,h) e R*:0<b<a},pri éemu parametri a i b zavise od
inercionih 1 elasti¢nih koeficijenata sistema. Kriva B, ¢ije su grane
odredene formulama (23), dijeli ovu oblast na dva dijela, odnosno
razmatrane sisteme na dvije tipicne klase, ¢iji se karakter kretanja
mijenja na isti nacin sa promjenom parametra prigusenja y, Sto je
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opisano u gore navedenim sluc¢ajevima a) i b.1) . Karakter kretanja
(priroda sopstvenih vrijednosti) se mijenja pri onim vrijednostima
parametra ¥ koje odgovaraju kriticnim vrijednostima karakteristi¢ne
funkcije (16). Naime, kada y rastuc¢i dostigne minimalnu vrijednost
tada se par konjugovano kompleksnih sopstvenih vrijednosti stapa u
dvostruku realnu sopstvenu vrijednost, koja se sa daljim povecanjem
parametra ¥ razdvaja na dvije medusobno udaljavajuce proste realne
sopstvene vrijednosti. S druge strane, kada y rastuci dostigne maksi-
malnu vrijednost dvije realne sopstvene vrijednosti, medusobno se
priblizujuéi, stapaju se u jednu dvostruku, koja se sa daljim poveca-
njem parametra » razdvaja na par konjugovano kompleksnih bro-
jeva.

Sistemi za koje je (a,b)e B su ,netipicnog™ karaktera, jer
malom proizvoljnom promjenom parametara a i b prelaze u jednu od
navedenih tipi¢nih klasa.

Primjer 1. Razmotrimo jednostrano vezani lanc¢ani sistem, sl. 6,

koji ¢ine dva translatorno pokretna tijela masa m, =m i m, =9m,
elasti¢ne opruge krutosti ¢, =c 1 ¢, =9c, kao 1 viskozni prigusivac
sa koeficijentom prigusenja 3.

]b
AN m, ] N

¢

SIL. 6
Za navedeni primjer jednostavno se nalazi
K, :10£’ K, =—3£, Ky :ia
m m m

1 prema (13):
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y=L 4—10,b=9

Jem

Posto je (10,9)e D, \ B (v. sl.1), sistem pripada slucaju b.l1. Na
osnovu nula polinoma (18), koje su:

7-35 . 74345

=1, u,, =
*) ) *3 )
2

izracunavaju se ekstremalne vrijednosti karakteristicne funkcije (16):

Uy =

Ve =Vu=6,7 =65

Prema tome, sistem je oscilatoran za 0 < S < 6+/cm , neoscilatoran za

6em < f<6.5vcm i djelimi¢no oscilatoran za > 6.5/ cm .
Sopstvene vrijednosti sistema, dobijene numerickim rjeSavanjem
njegove karakteristi¢ne jednacine
A4yl 1 +yA+1=0,

za dolje naznacene vrijednosti parametra y, su kao $to slijedi

y=59: 4, =—0.364840.0896i, 4, , = —2.5852+0.635i;
y=62:2, =-02775,1, =-0.5726, A, =—1.5726, 4, =-3.6035;
y=6.6: 4, =—-0.9626+0.27096i , A, = —0.2247, 1, = —4.4501;

Sto je, ocigledno, u skladu sa prethodnim zaklju¢kom o karakteru
kretanja datog sistema.

4. SISTEM SA n>2 STEPENA SLOBODE

Prethodna analiza pokazuje da koliko god bilo veliko djelimi¢no
priguSenje, kada je ono iznad odredene dovoljno velike vrijednosti,
sistem sa dva stepena slobode ima par konjugovano kompleksnih
sopstvenih vrijednosti 1 dvije realne sopstvene vrijednosti. Ovaj
zakljuCak se moze uopstiti i na slucaj sistema sa proizvoljnim
konac¢nim brojem stepena slobode. Naime, vazi sljedeca teorema.

Teorema 1. Pri dovoljno velikoj vrijednosti parametra /[,

asimptotski stabilan sistem (1), odnosno (7), ima 2k, k = rankB,
realnih i 2(n — k) kompleksnih sopstvenih vrijednosti.
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Za dokaz teoreme 1 trebaju nam sljedece dvije leme.
Lema 1. Kompleksna rjeSenja jednaine (11), nezavisno od
veliCine parametra /3, leze u krugu

heCir£Q,}, (29)

gdje je Q =,/4,, (K) najveca kruzna frekvencija odgovarajuceg

neprigusenog sistema ( S =0).

Dokaz. Neka je (A€ C,U € C",Im(1) = 0,U " U =1) sopstveni
par zadatka (10). Mnoze¢i s lijeva (10) sa konjugovano kompleksnim
transponovanim vektorom U ”, dobijamo

A+ ApU'DU+UTKU =0 (30)

gdje su D 1 K matrice oblika (5) 1 (8), respektivno. Ocigledno je
U'DU>=0 i U'KU>0, jer e D=D">20 i K=K">0.
Rjesenja kvadratne jednacine (30) su

24 =—-pU DU +i\JAU KU - (BU " DU)* , (1)
odakle je
|AP=U'KU<A_ (K)=Q’.[]

Lema 2. Ako je £ dovoljno veliko, onda k rjeSenja jednacine
(11) leze u krugovima

{zec | A+ fd, |< Z|ky |} =1,..k (32)
a ostala se nalaze u krugu
{,1 e C:| A |< max(l, inaXZ| k; |)} (33)
<i<n =

Dokaz. RjeSenja karakteristicne jednacine (11) se poklapaju sa
sopstvenim vrijednostima 2n x 2n matrice

G = (__ _ﬂ_lg_i_t _K_j (34)
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Prema GerSgorinovoj teoremi [3], sve sopstvene vrijednosti matrice
G leze u uniji krugova

2n 2n
UxeCili-g, <R), R =2lg;l (35)

y
a ako je unija r krugova povezana oblast koja se ne presijeca sa

ostalim krugovima, onda u njoj leZi ta¢no r sopstvenih vrijednosti. U
naSem slucaju je

(= pdi=1,k 56
i 0=k +1...2n
i
li=l..
R - Dk li=1..n 37)

i j=1
Li=n+1,...2n

Posto poluprecnici (37) ne zavise od parametra £, povezana oblast

ﬁ{zec;ws&} (38)

i=k+1
za dovoljno veliko £, nece imati zajednickih tacaka sa krugovima
(AeC:A+pd <R}, i=1,.k (39)
Slijedi, da tada 2n — k sopstvenih vrijednosti matrice G lezi u krugu
(33), a k u krugovima (32).

Dokaz teoreme 1. Iz lema 1 1 2 slijedi da su, za dovoljno velike
vrijednosti parametra £, k rjeSenja jednacine (11), smjestenih u
krugovima (32), realni brojevi koji teze ka —o kada S — . Dalje
¢emo pokazati da od 2n — k sopstvenih vrijednosti smjestenih u

krugu (33) k realnih teZe nuli , a preostalih 2(n — k) teze nenultim
imaginarnim vrijednostima kada £ neograni¢eno raste. Dalje ¢emo

razmotriti grani€no ponasSenje sopsvenih vrijednosti ograni¢enih
(smjestenih) u krugu (33) kada f neograniceno raste.
Uocimo jednacinu

AL, B)=det(A’K +ABD+1)=0 (40)
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¢iji su korijeni, ocigledno, recipro¢ne vrijednosti korijena jednacine
(11). Posto je K>0 i D=0, rankD =k, postoji nesingularna

realna matrica Q takva da je
O"KQO=1,0"DQ=D =diag(d,,....d, 0,...,0) (41)

gdje je d . >0,1=1,...k. Slijedi, (40) je ekvivalentno jednacini
det(12 I+ A1BD+K) =0 (42)
gdje je K= QT Q >0, koja je, dakle, iste strukture kao i jednacdina
(11). Kada S — o0, na osnovu leme 2, k realnih rjeSenja jednacine
(42) tezi ka —oo, odnosno k realnih rjeSenja jednacine (11) tezi ka
nuli, a 2(n — k) preostalih rjeSenja iz kruga (33) imaju nenulte
granice.
Neka je A(f) jedna od ogranicenih sopstvenih vrijednosti sa

nenultom granicom, a U(B) =" (B) : Z"(B)" njen jediniéni
sopstveni  vektor.  Pretpostavimo da @ A(f) > A4, #0 i
UB)—>U, = 1Z]) kada  — 0.1z (10) dobijamo

(ﬂvz(ﬂ)lk +AB)PD, + K, )Y +K,,Z=0 (43)

KLY +(X (P, +Kp)Z=0 (44)
Mnozeéi (43) s lijevasa Y slijedi
?T(/lz(ﬂ)lk +K11)Y+?TK122 :_/I(ﬂ)ﬂ?TDHY (45)

odakle, s obzirom da je lijeva strana ove jednakosti ograni¢ena kada
B —>o, 4, #0 1 D, >0, zakljucujemo da je ¥, =0. U grani¢nom

slucaju, uzimajuci da je Y, =0, (44) daje
(Aol +K»)Z, =0, (46)
tj. 4, je jedan od 2(n — k) korijena jednacine

det(A’1, , +K,,)=0, (47)



20 Ranislav M. Bulatovi¢, Mila Kazi¢

koji su Cisto imaginarni brojevi, jer je K,, > 0. Odavde, imajuc¢i u
vidu neprekidnu zavisnost sopstvenih vrijednosti od parametra [,
zaklju€ujemo da 2(n — k) sopstvenih vrijednosti iz kruga (33), za
dovoljno veliko £, moraju biti kompleksni brojevi.

Ne umanjujuci opStost, moze se smatrati da je (n — k) dimenziona
podmatrica K,, matrice (8) dijagonalna, tj.

K,, = diag(®},...o; ) (48)
Zaista, poSto je K,, simetri¢na pozitivno definitna matrica reda n —k
postoji  ortogonalna matrica (@, reda n-k, takva da je

0/ K,,0, = diag(®, ,...,@_, ) . Zamjenom koordinata

MR

zadrzava se struktura sistema (7), ali sa dijagonalnom podmatricom
K, .

Teorema 2. Kompleksne sopstvene vrijednosti sistema (7), (48)
su odredene slede¢im izrazima

k 2
Z ;1 +io, +o(f), I=1,..n—k (50)

J=1

kada f — .
Dokaz. 1z (10), nakon smjene =1/ &, dobijamo
(X1, + AD,, + &K )Y + €K, Z =0 (51)
i
KLY+(XI, , +K,,))Z =0 (52)
Unoseci
A=2949 4. 29 %0, (53)
1
Y=Y +e¥V+..,Z2=29+eZ" +... (54)

u (51)1(52), slijede¢i perturbacioni metod, prvo dobijamo
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29D, Y? =0, (55)

KLYy +A™1_ +K,,))Z” =0, (56)
a zatim

(ﬁ(o)zlk +ﬂ(l)D” +K11)Y(0) +K|22(0) +/1(0)Dny(1) — (), (57)

KLy®W+229201 72O+ (A1, +K,,)Z" =0 (58)

Iz (55), slijedi daje Y =0, jer je A #0, a potom iz (56) odredu-
jemo

A =—@), Z\” =(5),.,0/ ) , I=1,...,n—k (59)
gdje su &, Kronekerovi delta-simboli. Sada je, na osnovu (57),
A"YY =-D /K, Z)” (60)

Kada se (58) pomnozi s lijeva vektorom Z”" i u tako dobijenu
jednacinu unese (60), iz nje se nalazi

2

1 1 &k
/1(1) - _ Z(O)TKT D—IK Z(O) __ Jk+l , 61
1 GN)IZ / 201 24 2_5)12 JZ_; d_j ( )

jerje (@7,Z”) sopstveni par matrice K, . []
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Ranislav M. Bulatovi¢, Mila Kazi¢

ON THE ASYMPTOTICALLY STABLE SYSTEMS WITH
LARGE INCOMPLETE DISSIPATION

Summary

In the paper the influence of the incomplete dissipation described by the
scalar parameter, on the character of motion of the asymptotically stable linear
mechanical systems with a finite number of degrees of freedom is studied.
Based on the analysis of the nature of the eigenvalues, it is concluded that in the
case of large enough dissipation, these systems are partially oscillatory. In that
case the number of damped oscillating modes is equal to the number of degrees
of freedom minus the rank of the matrix of dissipative forces. Particularly, the
complete analysis of the influence of damping on the oscillatority of the system
with two degrees of freedom is given. This analysis shows that, on the finite
interval of the values of the parameter of dissipation, there exist non-oscillatory
systems.
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