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O SUDARU KRUTIH TIJELA: SAGLASNOST NJUTNOVE
SA POASONOVOM HIPOTEZOM

Sazetak

U ovom radu se razmatra saglasnost Njutnove sa Poasonovom hipo-
tezom klasi¢ne teorije udara. Uvodi se karakteristicna matrica tacke su-
dara, koja omogucava da se na jedinstven nacin tretiraju modeli sudara
sa trenjem, kako slobodnih tijela, tako i tijela sa nepokretnim tackama.
Izvedeni kriterijumi saglasnosti sadrze, kao specijalne slucajeve, ranije
formulisane rezultate.

ON THE COLLISION OF RIGID BODIES: COMPATIBILITY
OF NEWTON AND POISSON HYPOTHESIS

Abstract

This paper is dealing with compatibility of Newton and Poisson hy-
pothesis in the classical collision (impact) theory. Characteristic matrix
of the point of collision is introduced, enabling us to obtain unique way
of studying various models of collision of both free and constrained
bodies in a case when friction is assumed. Derived compatibility condi-
tions contain, as a special case, the already established results.
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1. UVOD

U klasi¢noj stereomehanici, sudar krutih tijela se tretira kao singu-
larna pojava beskona¢no malog trajanja pri kojoj nastupaju konacne
promjene brzina tacaka tijela prouzrokovane udarnom silom kona¢nog
impulsa. U okviru ove teorije razlikuju se dva modela koji su bazirani
na Njutnovoj, odnosno Poasonovoj hipotezi. Obje hipoteze, preko
koeficijenta udara kao fizicke karakteristike sudarajucih tijela, dovode
do jedne skalarne jednacine koja zajedno sa teoremama o promjenama
koli¢ina kretanja i momenata koli¢ina kretanja i, eventualno, zakonom
trenja, omogucava da se, u okviru sheme apsolutno krutog tijela, rijesi
osnovni zadatak sudara — odredivanje poslijeudarnih brzina tacaka tijela.

Njutnova hipoteza se, zbog svog kinematickog karaktera, Siroko
koristi u prakti¢nim proracunima [1]. Medutim, s druge strane, zapazeno
je ne tako davno da ona u nekim konkretnim primjerima, za razliku od
Poasonove hipoteze, dovodi do fizickog paradoksa (povecanja energije
nakon sudara) [2] (v., takode [3],[4]). Stoga je interesantno pitanje: Pod
kojim uslovima je Njutnova hipoteza posljedica Poasonove? Odgovor
na postavljeno pitanje je predmet ovog rada. Razmatranjima su
obuhvaceni sudari slobodnih i vezanih tijela (glatkih i hrapavih). Dobi-
jeni rezultati, formulisani u teoremama 1 i 2 u odjeljku 3, sadrze osim
opsStepoznatog slucaja slobodnog glatkog sudara i sve slucajeve ranije
ustanovljene u radu [5], koji je takode posveéen ovom problemu. Na
kraju, radi ilustracije, dat je jednostavan primjer koji zadovoljava uslove
izvedene u ovom radu, ali se na njega ne mogu primijeniti rezultati [5].

2. PROMJENA BRZINE NAPADNE TACKE UDARNOG IMPULSA
2. 1. Slobodno tijelo

Pretpostavimo da na slobodno kruto tijelo, mase m i centralnog mo-

menta inercije J , u tacki K, €iji je polozaj u odnosu na centar inercije C

odreden vektorom a, djeluje udarni impuls I . Konacni oblici teorema
o promjeni koli¢ine kretanja i momenta koli¢ine kretanja daju

mAv, =T 2.1)
JAG =[a,1] (2.2)
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gdje su AV, =V. -V, i A =@" —@ promjene brzine centra masa i
ugaone brzine tijela za vrijeme udara, respektivno, a simbol [.,.] oz-
nacava vektorski proizvod. Na osnovu Ojlerove formule

Ve =V, +[0,a] (2.3)
uzimajuci u obzir (1) i (2), odreduje se promjena brzine tacke K
e - T
Vg =V =AV, =—1 —[a,J "a, 1] (2.4)
m

koju je pogodno napisati u matricnom obliku
AV, = (1E+B<°> ), (2.5)
m

pri ¢emu su vektori predstavljeni matricama kolonama. Ovdje je £

. ey . . . 0 . . L,
jedini¢na matrica, a elementi matrice B'” su odredeni sljede¢im formu-
lama

0 -I1% 3117 2 o
bl.]( ) =(J la,e ).[a.e;]) i,j =123 (2.6)
gdje su ¢, jedini¢ni vektori koordinatnih osa, a (.,.) skalarni proizvod
vektora.
Pokazimo da je B‘” simetriéna pozitivno semidefinitna matrica
ranga 2, ¢ijoj nultoj sopstvenoj vrijednosti odgovara sopstveni vektor a.
Zaista, uzmimo ne umanjujuc¢i opsStost da su koordinatne ose
glavne ose inercije tijela, tj. J =diag(J,,J,,J;), J, >0. Ako sa
a;obiljezimo projekcije vektora a na tako izabrane ose, direktno se iz-
racunava da je

-1 _2 -1 _2 -1 -1
Jya; +J; a; -J; a,a, -J5 a,a,
0 _ _ -l -1 2 -1,.2 gl
B = J; aa, J,a; +J;5 a J, a,a,
-1 -1 -1 _2 -1 _2
-J5 a,a, -J, a,a, J a, +J; q

Svi elementi na glavnoj dijagonali matrice B’ su nenegativni i uz to je
A,(B™"Y= (J['J e +J;' I al + 0T a)al 20 1A,(B©) =det B =0,
pa su ispunjeni uslovi pozitivne semidefinitnosti matrice. Imajuci u vidu
da je bar jedna komponenta vektora a razlucita od nule, lako se

provjerava da je rank(B”) =2 atakodeidaje B”a =0.
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2. 2. Neslobodno tijelo

Ako tijelo ima jednu nepokretnu taCku, recimo A, onda se,
analogno prethodnim razmatranjima, dobija da je

AV, =BT (2.7)
gdje je matrica B"" istih oblika i osobina kao i matrica B‘” iz formule

N
(5), s tim $to je J tenzor inercije tijela u odnosu na tatku 4 i a = AK .
U slucaju tijela sa dvije nepokretne tacke, tj. sa nepokretnom osom

¢iji je jedini¢ni vektor, recimo, €, nalazimo da je

AV, =B®T (2.8)
gdje su elementi matrice B odredeni izrazima
@ _ 15 318 W(4.61.8
bij _Je ([aae]aei)([aae]aej) (29)

u kojima je J, moment inercije tijela za nepokretnu osu, a a vektor
polozaja tacke K u odnosu na neku tacku sa ose e. Lako se provjerava

daje B® >0, rankB® =1, a nulti podprostor matrice B je ravan
odredena tackom K i nepokretnom osom e.

3. SUDAR DVAJU TUELA
3. 1. Kinematicka i dinamicka hipoteze

Kada se u nekom trenutku tijela 7; i 7, dodirnu tackama K, i K,
(K, €T,) tako da relativna brzina v, —V, ne leZi u zajednickoj tan-
gentnoj ravni, nastaje sudar tijela. Tada na svako tijelo 7, od strane
drugog tijela, u tacki sudara djeluju udarne sile, ¢iji se impulsi I . poko-
ravaju principu dejstva i protivdejstva (I | = -1 ,), a koji uzrokuju dis-
kontinualnu promjenu brzina tacaka tijela ne mijenjajuci njhov polozaj.

Prema Njutnovoj hipotezi (v. npr. [6]) odnos inteziteta normalnih kom-
ponenata relativne brzine dodirujuéih tacaka tijela na kraju i pocetku

sudara odreden je koeficijentom uspostavljanja & (0 <k <1), koji iz-
razava fizicka svojstva sudarajucih tijela. Oznac¢imo li sa 7 jedini¢ni
vektor normale na tangentnu ravan usmjeren ka unutraSnjosti tijela 7;,
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uzimajuci u obzir da se smjer normalne komponente relativne brzine
mijenja, Njutnova hipoteza se moze zapisati u obliku

(17,§1 —17,§2,77)+k(17,;1 — Vg, 1) =0, (3.1)
Za razliku od Njutnove hipoteze, koja je kinematickog karaktera,
njoj alternativna Poasonova hipoteza je dinamickog karaktera. U skladu
sa ovom hipotezom (v., npr., [6], [7]) proces udara se dijeli na dvije

faze: kompresiju i restituciju; na kraju perioda kompresije je normalna
komponenta relativne brzine dodirnih ta¢aka jednaka nuli

(Vy, = Vg,»1) =0 (3.2)
a koeficijent udara odreden je odnosom veli¢ina normalnih komponena-
ta udarnog impulsa u drugoj i prvoj fazi udara, tj.

I~k ©,i7)=0 (3.3)
gdje susa 7 i I oznaceni udarni impulsi u periodima kompresije i

restitucije, respektivno, (I = 1 +1").

3. 2. Karakteristi¢na matrica tacke sudara i uslov saglasnosti

Promjena brzine napadne tacke K, udarnog impulsa /;, na osnovu

razmatranja u odjeljku 2, moze se zapisati, kako za slobodno tako i
neslobodno tijelo 7}, u jedinstvenom obliku

AV = Al (3.4)
gdje je
m."E + B —slobodno tijelo,

A =4 BY —tijelo sa jednom nepokretnom tackom, (3.5)

B® —tijelo sa dvije nepokretne tacke,

a struktura i osobine pojedinih matrica B",/ € {0,1,2}, kao i znagenja
veli¢ina koje figurisu u njihovim koeficjentima, dati su u odjeljku 2.

Primjenjujuéi prethodni obrazac na sudarajuca tijela 7, dobijamo
prirastaje brzina dodirujucih tacaka u svakoj od faza sudara
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=*_s- _ 470
Vg, —Vg =41,

Vi —ve =417, i=12. (3.6)
pomoéu kojih, uzimajuéi u obzir da je I =-19=1C i
1V =-I" =1, nalazimo

(Ve =V o)+ k(T =V o) = (14 k)T =V 1) + (4, + A, 10 k) (3.7)
Uvedimo matricu
B =B + B I,me{0,1,2} (3.8)
koju ¢emo zvati karakteristicna matrica tacke sudara tijela. Ona je, kao

zbir dvije simetricne pozitivno semidefinitne matrice, simetri¢na
pozitivno semidefinitna ili definitna matrica.

Napomena 1. Ako su vektori polozaja d, tatke sudara kolinearni,
onda oni padaju u pravcu jednog sopstvenog vektora karakteristi¢ne ma-
trice tacke sudara.

Pretpostavljaju¢i da vazi Poasonova hipoteza, tj. (3.2) i (3.3), rela-
cija (3.7) se svodi na sljedeci oblik

(Ve = Ve i)+ k(g =V i) =B i, 1" —k[¥)  (3.9)
Prema tome, Njutnova hipoteza bi¢e saglasna sa Poasonovom u svim
onim slucajevima sudara tijela za koje iz uslova (3.3) proistice da je

(B(l,m)ﬁ,i(r) —kj(c)):(). (310)

Napomena 2. Uslov (3.8), odnosno (3.10), vazi i u sljede¢im
grani¢nim slucajevima:

a) kada se tijelo (jedno ili oba) zamjenjuje materijalnom tackom
(d =01, dakle, B =0);

b) kada je jedno tijelo nepokretna prepreka, tj. masivno tijelo koje
zanemarljivo mijenja kinematicko stanje pod dejstvom udarnog impulsa

(J7'—>0,B” =0).

Uslov saglasnosti (3.10) bice, ocCigledno, zadovoljen ako su povrsi
tijela u tacki sudara glatke, jer tada impulsi 7 i I imaju pravac

normale, pa iz uslova (3.3) slijedi da je 7 —kI > =0 . Prema tome,
vazi sljedeca
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Teorema 1. Pri sudaru slobodnih ili vezanih glatkih krutih tijela
Njutnova hipoteza je saglasna sa Poasonovom.

Ekvivalentnost hipoteza sudara u slucaju slobodnih tijela dokazna je
u mnogim knjigama iz klasi¢cne mehanike (v.,npr, [6], [7]), a u slucaju
neslobodnih tijela teorema 1 predstavlja jedan od dva osnovna rezultata
rada [5].

Pod pretpostavkom (3.3), ako je tangencijalna komponenta udarnog
impulsa razli¢ita od nule (,,udarno trenje”), vektor 17—kl ) kada je
razli¢it od nule, lezi u tangentnoj ravni dodirujuéih povrsi tijela i ima
razlicite pravce za razliCite pravce doudarne tangencijalne komponente
relativne brzine dodirujuéih tadaka. Za bilo koji vektor I ) — kI ) uslov
(3.10) bi¢e ispunjen samo ako je B""™7i = Ai, A € R.

Dakle, vazi sljedeca

Teorema 2. Pri sudaru slobodnih ili vezanih hrapavih krutih tijela,
za svaki mogu¢i raspored doudarnih brzina tacaka sudarajucih tijela,
Njutnova hipoteza je saglasna sa Poasonovom ako i samo ako normala u
dodirnoj tacki tijela pada u pravcu sopstvenog vektora karakteristi¢ne
matrice tacke sudara.

Iz teoreme 2, imajuci u vidu napomenu 1, direktno slijedi

Posljedica 1. Ako normala na tangentnu ravan dodirujuc¢ih povrsi
dva hrapava tijela prolazi kroz centar inercije svakog slobodnog tijela
i/ili nepokretnu tacku svakog neslobodnog tijela koje ucestvuje u su-
daru, onda vazi Njutnova hipoteza.

Kada su oba tijela slobodna iz posljedice 1 slijedi drugi osnovni re-
zultat rada [5]. Na osnovu strukture karakteristiéne matrice tacke sudara
lako se zakljucuje da je uslov prethodnog tvrdenja ispunjen u sljede¢im
prakti¢no vaznim slucajevima:

1) udar materijalne tacake sa drugom materijalnom tackom ili
nepokretnom preprekom;

2) Sudar materijalne tacke sa slobodnim (neslobodnim) tijelom pri
¢emu normala u tacki sudara prolazi kroz centar inercije (nepokretnu
tacku) tijela;
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3) Sudar slobodnog (neslobodnog) tijela sa nepokretnom preprekom
pri ¢emu normala u tacki sudara prolazi kroz centar inercije (nepokretnu
tacku) tijela;

3. 3. Primjer

Tacka mase m, sudara se u tacki K sa homogenom hrapavom ku-
glom, masem, 1 poluprecnikar, koja je ¢vrsto spojena za jedan kraj
krutog Stapa, zanemarljive mase i duzine 27, postavljenim u radijalnom

pravcu u odnosu na centar kugle, a ¢iji je drugi kraj vezan za nepokretni
sferni zglob A (sl. 1).

Za koordinatni sistem, uzet kao na sl. 1, vektor polozajaa tacke sudara i
inverzni tenzor inercije J ' kugle u odnosu na nepokretnu tacku A su:
7 =5J3 0
5

i=—3ré,, J ' = =53 170
4m,r
0 0 2

Sada se, na osnovu formula (2.6), dobija da je karakteristicna matrica
tacke sudara
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2 0 0

g _gn_ 1 1o ¢ ¢
4m1

00 7

Normala ne prolazi kroz nepokretnu tacku, tj. nije ispunjen uslov
posljedice 1, ali je ocigledno jedini¢ni vektor normale 7 = ¢, sopstveni

vektor matrice B"” i, prema teoremi 1, vaZi Njutnova hpoteza.
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