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TEORIJA HAOSA

1. UVOD

Teorija haosa je jedna od najuzbudqivijih i najzagonetnijih nau~nih
oblasti koja se pojavila i procvjetala u posqedwih tridesetak godina.
Ona je istakla interdisciplinarnu prirodu problema na frontu nauke.
Mnoge od novih ideja o haosu pojavile su se nezavisno jedna od druge i
prakti~no istovremeno u razli~itim oblastima. Metode teorije haosa
u{le su u ve}inu nau~nih disciplina. Haos mo`e dovesti do gubitka
~estica u akceleratorima ili do gubitka brodova na uzburkanom moru.

Napredak teorije haosa omogu}ile su kako apstraktne matemati~ke
ideje, tako i dobro smi{qeni eksperimenti, a nadasve pojava ra~unara.
Haos je nauka za doba kompjutera.

Tradicionalno, u analima haosa ima puno geometrije i puno slika.
Uobi~ajeni `argon o haosu nagiwe geometrijskim predstavama. To su
fazni prostori, orbite sedlaste ta~ke, tokovi i preslikavawa , izvori
i ponori.

Od 1983. godine, kada je Chua konstruisao svoje ~uveno kolo, pa do
danas, haoti~na kola i zapa`eni interesantni fenomeni haoti~ne dina-
mike zaokupquju pa`wu ne samo in`ewera, ve} i {ire nau~ne javnosti.
IEEE publikacija (Procedings of the IEEE) posve}uje specijalni broj hao-
ti~nim sistemima u avgustu 1987. godine. Ciq ovog broja je bio da in-
formi{e in`ewere i {iru javnost o mogu}nosti javqawa haoti~nog
pona{awa u kolima i sistemima. U to vrijeme, ve}ina in`ewera su skep-
ti~no i nerado prihvatili takvo ~udno pona{awe u kolima i sistemima
koja dizajniraju. Taj specijalni broj je uticao na promjene odnosa mnogih
in`ewera prema haosu i wegovoj prirodi. Od tada, mnogi radovi o hao-
ti~nim sistemima su objavqeni u IEEE Transactions on Circuits and Sys-
tems i drugim in`ewerskim publikacijama. Zapa`eno je haoti~no
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pona{awe u novim kolima i sistemima. Me|utim, ve}ina istra`iva~a svoju
pa`wu fokusiraju na to kako izbje}i haoti~no pona{awe. Tada jo{ nema ni
govora o sinhronizaciji ili kontroli haoti~nih sistema, niti o primje-
nama. U oktobru 1993. godine IEEE Transactions on Circuits and Systems dru-
gi specijalni broj posve}uje haoti~nim kolima i sistemima. U to vrijeme
ve} postoje nove ideje i te`we istra`iva~a: potencijalna upotreba vrlo
specifi~nih i neobi~nih osobina haoti~nog pona{awa za rje{avawe
in`ewerskih problema kao {to su komunikacije, asocijativne memorije i
problemi kontrole. Tre}i specijalni broj IEEE Transactions on Circuits and
Systems u oktobru 1997. godine posve}uju sinhronizaciji i kontroli ha-
oti~nih sistema. Ve} postoji veliki broj mogu}ih novih aplikacija hao-
ti~nih sistema. ̂ etvrti specijalni broj IEEE Transactions on Circuits and
Systems u decembru 2000. posve}uje primjeni haosa u nekoherentnim ko-
munikacionim sistemima i ubrzo zatim peti broj u decembru 2001. tako-
|e, primjeni haosa u modernim komunikacijama. Tokom proteklog vreme-
na mnoga saznawa o haoti~noj dinamici stekla su i saop{tila istra`ivawa
{irom svijeta. U eksperimentima i simulacijama zapa`eni su haoti~ni
fenomeni. Me|utim, teorijska osnova jo{ nije zadovoqena. Teorijski re-
zultati o prisustvu ili odsustvu haosa su od najve}e vrijednosti ne samo
kad `elimo izbje}i haos nego i u novim oblastima dizajnirawa haosa u
tehni~kim sredstvima i in`ewerskim sistemima. Zato je svaki novi na-
u~no-teorijski metod koji daje vi{e informacija dobrodo{ao.

Haos, oblast nauke jo{ uvijek u nastajawu i jo{ uvijek u poletu, po-
dr`ana upotrebom ra~unara, na{la se prirodno u izboru autora za ovaj
rad. Nakon uvoda navedeni su osnovni pojmovi deterministi~kog haosa
kao i osnovni elementi prate}eg aparata neophodnog za izu~avawe hao-
sa. Zatim je pa`wa posve}ena Chua-inom kolu koje je najprostija para-
digma za razmatrawe neperiodi~nih fenomena u nelinearnim kolima.
^etvrti dio je posve}en matemati~kom dokazu haoti~nog pona{awa-pi-
tawu koje je jo{ nerije{eno. U petom dijelu govori se o mogu}oj upotre-
bi haoti~nih sistema. Budu}i problemi i zakqu~ci dati su na samom
kraju rada, a za wima i spisak upotrijebqene literature.

2. OSNOVNI POJMOVI

Izraz haos ozna~ava neure|eno ili neregularno stawe ili kretawe
nekog sistema. Deterministi~ki haos ozna~ava neure|eno (aperiodi~-
no) kretawe izazvano deterministi~kim dinami~kim zakonima, odno-
sno nekom unaprijed zadanom ta~no definisanom procedurom [3]. Otuda
i duboki filozofski saznajni smisao, pored o~iglednih tehnolo{kih
implikacija u poznavawu prelaska u haos: izgleda, naime, paradoksal-
no, ali je ta~no da op{tepoznati deterministi~ki zakoni fizike, kao
{to su Newton-ovi zakoni ili Navier-Stokes-ove jedna~ine, mogu da iza-
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zovu kod nekih sistema poslije dovoqno dugog vremena neregularno i ne-
predvidqivo kretawe. Pri tome nije rije~ o 1023 molekula koji zahtijeva-
ju statisti~ke metode opisivawa, niti o sistemima sa {umom, ve} o kraj-
we jednostavnim sistemima sa jednim ili nekoliko stepeni slobode.

Dinami~ki sistemi

Razmatramo ustaqena kretawa dinami~kih sistema zadata pomo}u
obi~nih diferencijalnih jedna~ina:

( )( )txF
dt
dx = (1)

ili pomo}u iterativnih preslikavawa:

( )nn xfx =+1 (2)

gdje je x  vektor iz faznog prostora mℜ , 1≥m . To su sistemi sa konti-
nuiranom ili diskretnom vremenskom zavisno{}u. Pri tome primje}u-
jemo da u jedna~ini (1) nema eksplicitne vremenske zavisnosti – rije~
je o autonomnim diferencijalnim jedna~inama [1], [2], [3], [4]. Neauto-
nomni sistemi mogu se shvatiti kao specijalan slu~aj autonomnih uko-
liko se vrijeme defini{e kao nova promjenqiva, a broj jedna~ina pro-
{iri sa 1=t . Me|utim i neautonomni sistemi i preslikavawa imaju
svojih osobenosti koje zahtijevaju analizu, nezavisno od op{te teorije
autonomnih dinami~kih sistema. Funkcije ( )xF  ili ( )nxf  nelinearne
funkcije svog argumenta. Neure|eno ili haoti~no kretawe mo`e nasta-
ti samo kod nelinearnih dinami~kih sistema [1], [2], [3], [4].

Rje{ewe jedna~ine (1) sa po~etnim uslovom 0x , ( ) ( )0xtx tφ= , gene-
ri{e trajektoriju diferencijalne jedna~ine (1).

Atraktori

Trajektorije koje polaze iz domena atrakcije poslije dovoqno dugog
vremena padaju na atraktor. To bi bila i najjednostavnija operativna
definicija: atraktor je skup ta~aka na kojima se akumuliraju trajektor-
ije kada ∞→t , za svako 

x

 iz domena atrakcije. Preciznija definicija
zahtijeva jo{ da atraktor sadr`i makar jednu orbitu koja je svuda gusta
[1], [2], [3], [4].

Slo`enom haoti~nom kretawu odgovaraju posebni atraktori ~udnih
osobina. Stoga se oni i zovu ~udni atraktori. ̂ udni atraktor je najpri-
je atraktor, tj. ograni~eni dio faznog prostora zapremine nula koji pri-
vla~i sebi sve trajektorije iz domena atrakcije. On je zatim kompaktan
– ne mo`e se razbiti na odvojene dijelove. Drugim rije~ima, kolekcije
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izolovanih ta~aka koje se vide na ekranima ra~unara prilikom nume-
ri~kih simulacija, ne mogu predstavqati kompletan ~udni atraktor.
Tipi~na trajektorija mora tokom vremenske evolucije da posjeti svaku
ta~ku atraktora. Da bi korektno opisao fizi~ku realnost, ~udni atrak-
tor mora biti strukturno stabilan i generi~an. To zna~i da male pro-
mjene kontrolnih parametara treba da izazovu male promjene na atrak-
torima, a zatim da skup parametara za koje je atraktor opservabilan nije
mjere nula [1], [2], [3], [4].

No, osnovna karakteristika ~udnih atraktora je osjetqivost na po-
~etne uslove, koja je posqedica anizotropne kontrakcije faznog pro-
stora [1], [2], [3], [4]. Ukoliko bar u jednom pravcu umjesto kontrakcije
dolazi do istezawa i zatim preklapawa, onda }e se bliske ta~ke na}i
tokom vremena proizvoqno daleko jedne od drugih, {to dovodi do prin-
cipijelne neodredqivosti wihovog polo`aja, do porasta entropije u
sistemu, pozitivnih koeficijenata ekspanzije (tzv. Qapunovqevih eks-
ponenata) i haosa.

Kvalitativni pokazateqi deterministi~kog haosa

Spektar snage i autokorelacija

Spektar snage predstavqa kvadrat modula Fourier-ovog transforma
du` trajektorije:

Spektar je pogodan za kvalitativno razlikovawe periodi~nog kretawa
sa vi{e frekvencija (kvaziperiodi~nog) od haoti~nog kretawa. U spektru
periodi~nog kretawa vide se samo linije koje odgovaraju odre|enim fre-
kvencijama, dok u spektru haosa preovladava {irok ravan kontinuum [3].

Kao sqede}e pogodno sredstvo u ispitivawu haosa koristi se auto-
korelaciona funkcija:

( ) ( ) ( )
∞

+=
0

dttxtxC ττ  (4)

gdje je ( ) ( ) ( )0xtxtx −=  odstupawe od sredwe vrijednosti. Autokorela-
ciona funkcija mjeri korelaciju (sli~nost) signala sa samim sobom u
razli~itim intervalima vremena. Korelacija je visoka (konstantna ili
osciliraju}a) za regularna kretawa, dok za haoti~na kretawa ona brzo
(eksponencijalno) opada na nulu. [3].
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Poincare-ovi presjeci

Posledwe sredstvo koje zaslu`uje poseban osvrt i koje se rado kori-
sti u analizi dinami~kih sistema je Poincare-ov presjek. Posmatrajmo
neku trajektoriju u m-dimenzionalnom faznom prostoru i presjecimo
je nekom (m-1)-dimenzionalnom hiperpovr{i (ne mora biti ravan; va-
`no je da je transverzalna na tok). Skup ta~aka u presjeku, pri ~emu se u
obzir uzimaju samo ulazne ta~ke trajektorije sa jedne strane povr{i,
zove se Poincare-ov presjek (slika 1). Preslikavawe koje nas vodi od jed-
ne ta~ke presjeka do druge du` trajektorije zove se Poincare-ovo presli-
kavawe. Ono zamjewuje vremenski kontinuiranu evoluciju diskretnim
preslikavawem [1], [2], [3], [4].

Slika 1. Poincare-ov presjek i Poincare-ovo preslikavawe

Kod haoti~nog kretawa (i to je jo{ jedna wegova kvalitativna karak-
teristika) nikakve figure se ne mogu razaznati u prasjeku. Haoti~ne
ta~ke mawe-vi{e ravnomjerno ispuwavaju cijelu ravan presjeka. Ovo su
bili kvalitativni pokazateqi deterministi~kog haosa. Me|utim, za we-
govo kvantitativno opisivawe potrebni su novi pojmovi.

Kvantitativni pokazateqi deterministi~kog haosa

Qapunovqevi eksponenti

Qapunovqev ili L-eksponent mjeri razdvajawe dviju bliskih po~et-
nih ta~aka tokom iteracija. Ukoliko je 0>λ , onda je razdvajawe ekspo-
nencijalno, postoji velika osjetqivost na po~etne uslove i u pona{awu
sistema pojavi}e se haos. To pona{awe zavisi od sopstvenih vrijedno-
sti matrice .

Obiqe`imo te sopstvene vrijednosti sa ( ){ }mitxai ,...,1,0 = . Tada se
Qapunovqevi eksponenti defini{u sa:

( ) ( )txa
t

x iti ,ln1lim 00 ∞→
=λ  (5)
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i pri tome se obi~no podrazumijeva da su pore|ani u silaznom nizu,
mλλλ >>> ...21 . Qapunovqevih eksponenata ima onoliko koliko ima

dimenzija u faznom prostoru i oni sa~iwavaju Qapunovqev spektar di-
nami~kog sistema. Qapunovqevi eksponenti pogodni su za klasifika-
ciju ustaqenih pona{awa i atraktora. Za bilo koji atraktor ukupna kon-
trakcija mora biti ve}a od ukupne ekspanzije,  < 0iλ . U slu~ajevima
~udnih atraktora mora bar jedan eksponent biti ve}i od nule. ^udni
atraktori se pojavquju tek u trodimenzionalnim faznim prostorima.
Slu~aj sa dva pozitivna eksponenta zove se hiperhaos [1], [2], [3], [4].

Kolmogorovqeva entropija

Kolmogorovqeva ili K-entropija mjeri koliko je haoti~an odnosno
neure|en neki sistem [1], [2], [3], [4]. Ona, dakle, mjeri koli~inu infor-
macije potrebnu za precizno odre|ivawe trajektorije u faznom prosto-
ru. K-entropija se mo`e shvatiti i kao brzina gubqewa neke po~etne
informacije o polo`aju sistema u faznom prostoru. Kod jednodimenzi-
onalnih haoti~nih preslikavawa K-entropija jednaka je Qapunovqevom
eksponentu. U vi{e dimenzija, ukoliko je vi{e od jednog L-eksponenta
pozitivno va`i Pesin-ova formula, po kojoj je K jednako sumi pozitiv-
nih eksponenata.

Fraktalna dimenzija

U svakodnevnom `ivotu pojam dimenzije je dosta intuitivan pojam.
@ivimo u trodimenzionalnom svijetu, znamo da ravan ima tri dimenzi-
je. Dosta toga u fizici de{ava se u ~etvorodimenzionalnom prostor-
vremenu itd. Stro`e matemati~ki mo`emo re}i da je to broj nezavisnih
komponenti vektora u nekom linearnom vektorskom prostoru ili kod
dinami~kih sistema broj nezavisnih konstanti potreban za potpuno za-
davawe po~etnih uslova. Ovakvo shvatawe prejudicira cjelobrojnost di-
menzije. Me|utim, postoje geometrijski objekti ~ija je dimenzija necje-
lobrojna. To su fraktali. Odgovaraju}u definiciju dimenzije ponudio
je Hausdorff [1], [2], [3], [4]. Najjednostavniji geometrijski objekat koji
ima necjelobrojnu dimenziju je tzv. Cantor-ov skup [1], [2], [3], [4]. Wego-
va dimenzija je mawa od 1 i iznosi pribli`no 0.631.

Ispostavqa se da su dimenzije ~udnih atraktora, sli~no K-entropi-
jama i L-eksponentima, jedno od osnovnih kvantitativnih obiqe`ja ko-
ja razlikuju haoti~na kretawa od regilarnih ili slu~ajnih. Razli~ita
haoti~na kretawa imaju razli~ite dimenzije. Dimenzija atraktora je prvi
i osnovni podatak koji se mo`e o wemu dati: fiksna ta~ka ima dimenzi-
ju nula, grani~ni ciklus 1, a kvaziperiodi~ni ciklus – dimenziju 2.
Dimenzije odre|uju i dowu granicu minimalnog broja varijabli potreb-
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nih za opisivawe nekog dinami~kog sistema. Ukoliko atraktor lokalno
li~i na mℜ , onda je najmawi broj varijabli upravo m.

^udni atraktori, po pravilu, imaju komplikovanu finu strukturu
koja lokalno ne li~i ni na jedan euklidski prostor. Wihova dimenzija,
dakle, ne mo`e biti cjelobrojna i oni predstavqaju prirodan primjer
fraktala [1], [2], [3], [4]. U tipi~nom eksperimentu ili numeri~koj si-
mulaciji atraktor se nikada ne vidi kao geometrijski objekat, ve} se
obi~no prate eksperimentalne ta~ke mjerewa i wihova distribucija na
atraktoru. Stoga je za potpunije opisivawe atraktora potrebno uzeti u
obzir ne samo geometrijsku dimenziju ve} i pojmove odnosno dimenzije
zasnovane na probabilisti~kim koncepcijama mjera definisanih na
atraktorima. Te dimenzije, kao {to je, na primjer, informaciona di-
menzija atraktora, uzimaju u obzir razli~itu u~estalost posjete razli-
~itih djelova atraktora. Ukoliko su eksperimentalne ili numeri~ke
ta~ke ravnomjerno raspore|ene po atraktorima onda razlike nema i re-
levantna je samo geometrijska (Hausdorff-ova) dimenzija [1], [2], [3], [4].

Karakteristike haosa

Osnovne karakteristike haosa su osjetqiva zavisnost od po~etnih
uslova, slu~ajnost u vremenskom domenu i {irokopojasni spektar sna-
ge. Za razliku od periodi~nih vremenskih oblika, vremenski talasni
oblici za haoti~ni atraktor su sasvim iregularni i ne javqa se pona-
vqawe u bilo kom periodu posmatrawa kona~ne du`ine. Mada je proiz-
vedeno deterministi~kim diferencijalnim jedna~inama, rje{ewe iz-
gleda “slu~ajno”. Brza dekorelacija trajektorija koje po~iwu u bliskim
inicijalnim stawima zove se osjetqivost na po~etne uslove, op{te je
svojstvo haoti~nih sistema i uzrok je dugovremenskoj nepredvidqivo-
sti haoti~nih signala. S obzirom na to da su haoti~ni sistemi deter-
ministi~ki, dvije trajektorije koje startuju iz identi~nih po~etnih
stawa pro}i}e ta~no isti put kroz prostor stawa. U praksi, nemogu}e je
konstruisati dva sistema sa identi~nim parametrima; neka samo star-
tuju iz identi~nih po~etnih stawa. Me|utim, radovi Pecora, Carrolla i
drugih [12], [17] pokazuju da je mogu}a sinhronizacija dva haoti~na si-
stema tako da wihove trajektorije ostanu bliske. Ova ideja se sada eks-
ploati{e u komunikacionim sistemima. Informacije modulisane na
“slu~ajnom” haoti~nom nosiocu mogu biti demodulisane upotrebom sin-
hronizovanog prijemnika [12], [17], [18].

Bifurkacije i scenariji prelaza u haos

Razli~iti su na~ini na koje dinami~ki sistem mo`e da pre|e u haos.
U mehanizmu prelaska osnovnu ulogu igra mehanizam bifurkacija, od-
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nosno na~in na koji prilikom promjene kontrolnog parametra jedne fik-
sne ta~ke postaju nestabilne, a druge stabilne [2], [3]. Zato je prije opi-
sa razli~itih na~ina prelaska u haos, tj. haoti~nih scenarija, potrebno
opisati kako sve dinami~ki sistemi mogu da pre|u sa jednog tipa atrak-
tora na drugi. Takvi prelazi u dinamici sistema nazivaju se bifurka-
cijama. Izraz bifurkacija prvi je upotrijebio Poincare da bi opisao
granawe stacionarnih rje{ewa kod diferencijalnih jedna~ina tipa (1).

Bifurkacije predstavqaju kvalitativne, topolo{ke promjene na atrak-
torima dinami~kih sistema koje se de{avaju tokom varijacije kontrol-
nog parametra μ [2], [3]. Vrijednosti kontrolnog parametra pri kojima
dolazi do bifurkacija zovu se bifurkacione vrijednosti parametra Bμ ,
a ta~ka  je bifurkaciona ta~ka. Grafik svih ravnote`nih ta~aka u
funkciji kontrolnog parametra zove se bifurkacioni dijagram. Postoji
vi{e vrsta bifurkacija koje se mogu desiti u sistemima tipa (1) ili (2).

Postoje ~etiri osnovne vrste bifurkacija dinami~kih sistema [2],
[3]: tangentne, transkriti~ne, viqu{kaste i Hopf-ove. Ove bifurkacije
dovode do odgovaraju}ih scenarija prelaza u haos.

2. OD LINEARNOG KONCEPTA DO NELINEARNE DINAMIKE I HAOSA

Uprkos ~iwenici da se mnogi fenomeni u elektri~nim kolima mogu
analizirati jedino kori{}ewem nelinearnih modela, teorija neline-
arne dinamike je jo{ uvijek nedovoqno prou~ena. Zajedni~ki pristup u
mnogim in`ewerskim radovima jeste “linearizacija, a zatim analiza”.
Ovakav stav doveo je do toga da su mnogi in`eweri ostali zate~eni i
iznena|eni kada linearni koncept nije mogao ra~unski da potvrdi eks-
perimentalno dobijene rezultate.

U toku razvoja nauke, fenomen nelinearnosti bio je primje}ivan,
ali mnogo ~e{}e zanemarivan. Naime, nije postojao koncept koji bi mo-
gao da razjasni ovaj fenomen. Klasi~an primjer ovakvog stava je analiza
oscilatornog kola, koju je sproveo holandski in`ewer i fizi~ar Van
der Pol. Svoj rad objavio je u ~asopisu „Nature” 1927. godine, ukazav{i
da se u kolu “~esto javqa neki neo~ekivani {um”. Pojavu tog {uma tre-
tirao je kao “drugorazrednu”, koju nije potrebno daqe analizirati.
Istra`ivawa su mnogo godina kasnije razjasnila uslove u kojima se taj
{um javqa 5]. Kada je nauka po~ela da se bavi nelinearnim dinami~kim
sistemima stvoren je jedan sasvim nov re~nik tj. jezik atraktora, bifur-
kacija i haosa 5].

Za razliku od linearnih za ve}inu nelinearnih sistema nije mogu}e
dati eksplicitna re{ewa. Me|utim, odre|ena “univerzalnost” u okvi-
ru pojedinih grupa nelinearnih pojava omogu}ava wihovu kvalitativnu
analizu. Mnoge kompleksne sisteme mogu}e je predstaviti modelima ni-
`eg reda na sasvim adekvatan na~in [5].
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Chua-ino kolo je najprostija paradigma za razmatrawe neperiodi~-
nih fenomena u nelinearnim kolima [5] , [6], [7] .

Chua-ino kolo

Da bi ispoqavalo haos, autonomno elektronsko kolo sastavqeno od
otpornika, kondenzatora i kalemova mora sadr`ati [6], [8]:

– najmawe jedan nelinearni element
– najmawe jedan lokalno aktivan otpornik
– najmawe tri elementa sa akumulisawem energije.
Chua-ino kolo je najprostije elektronsko kolo koje zadovoqava ova

tri kriterijuma. Chua-ino kola je jedan od rijetkih fizi~kih sistema
za koji je postojawe haosa pokazano u eksperimentu, simulirano na ra-
~unaru i dokazano matemati~ki. Chua-ino kolo pokazuje vrlo bogato di-
nami~ko pona{awe u parametarskoj ravni, ukqu~uju}i sve tipove bi-
furkacija i puteve u haos Kolo je lako konstruisati, upotrebom stan-
dardnih elektronskih komponenti. [6], [8].

Geneza Chua-inog kola

Tokom posjete Japanu 1983. godine Chua je bio svjedok uzaludnog po-
ku{aja stvarawa haosa u elektri~nom analogu Lorencovih jedna~ina.
On je smatrao da bi haos mogao biti proizveden u djelovima linearnom
elektronskom kolu ako ono posjeduje najmawe dvije nestabilne ravnote-
`ne ta~ke – jedna da obezbje|uje rastezawe a druga previjawe trajektori-
ja. Sa ovim shvatawem, on sistematski identifikuje ovo u djelovima
linearno kolo tre}eg reda koje sadr`i jedan naponom kontrolisani ne-
linearni otpornik. Haoti~nu prirodu Chua-inog kola prvi je zapazio
Matsumoto 1983. upotrebom kompjuterske simulacije. Naime, Chua je kon-
struisao kolo i objasnio princiop rada Matsumoto-u neposredno pred
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Slika 2. Chua-ino kolo sastavqeno od linearnog kalema L , dva linearna
kondenzatora C C1 2, , jednog linearnog otpornika R  i naponom kontrolisanog

nelinearnog otpornika N R .
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svoj iznenadni odlazak u bolnicu. Matsumoto koji nije u~estvovao u ra-
nijim fazama istra`ivawa, sada pristupa simulaciji kola na ra~unaru
i zapa`a haos. On je dao ovom haoti~nom kolu ime Chua-ino kolo i prvi
put ga objavio u radu „A chaotic attractor from Chua’s circuit”, IEEE Trans.
Circuits Syst. 1984. godine. Specificirana karakteristika naponom kon-
trolisanog nelinearnog otpornika RN  mora imati najmawe dvije nesta-
bilne ta~ke. Chua stvara kolo kao na slici 2 [6].

Uskoro poslije wegovog koncipirawa, bogato dinami~ko pona{awe
Chua-inog kola potvr|eno je kompjuterskom simulacijom i eksperimen-
tom [6]. Od tada, bilo je intenzivnih napora u razumijevawu svakog aspek-
ta dinamike ovog kola.

Slika 3. Karakteristika nelinearnog rezistora N R .

Ovo kolo mo`e biti opisano sa tri obi~ne diferencijalne jedna~i-
ne (jedna~ine stawa). Biraju}i I 3 , V2  i V1  za promjenqive stawa, pi{e-
mo jedna~ine:

dI
dt L

V3
2

1
= −

( )dV
dt C

I
G
C

V V2

2
3

2
2 1

1
= − −  (6)

( ) ( )1
1
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1

1 1 Vf
C

VV
C
G
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(7)

i E > 0 , Ga < 0  i Gb < 0 .

Na slici 4 su prikazani periodi~ni i haoti~ni atraktori dobijeni
iz Chua-inog kola.

(a) (b)
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Slika 4. ABC simulacijom dobijene 1C  bifurkacione sekvence. mHL 18= ,
, SG μ556.555= , 

C

. (a) nFC 75.101 = – Period 1 grani~ni ciklus.
(b) nFC 5.101 = – Period 2 grani~ni ciklus. (c) nFC 4.101 = – Period 4 grani~ni
ciklus. (d) nFC 1.101 = – Spiralni Chua-in haoti~ni atraktor. (e) nFC 0.101 = – Du-
plo-spiralni Chua-in haoti~ni atraktor. (f) nFC 0.81 = – Duplo-spiralni Chua-in
haoti~ni atraktor. ABC je specijalizovani softver za simulaciju Chua-inog kola.

Zna~aj Chua-inog oscilatora je u wegovoj univerzalnosti, tj. u
~iwenici da on mo`e generisati isto kvalitativno pona{awe kao bilo
koji ~lan familije C kontinualnih, neparno-simetri~nih, u djelovima
linearnih vektorskih poqa u 3ℜ [6], [7], [8]. Ovaj rezultat je fundamen-
talno va`an zato {to on unificira mnoge radove o haoti~nim kolima i
sistemima, te tako izbjegavamo potrebu analize ovih kola i sistema kao
posebnih i nepovezanih sistema. Zaista, svaki bifurkacioni i haoti~-
ni fenomen koji ispoqava bilo koji ~lan familije C tako|e je ispoqen
i u ovom univerzalnom kolu. Generalnost Chua-inog oscilatora mo`e
biti upotrijebqena da aproksimira druge haoti~ne sisteme u literatu-
ri, koji nisu neophodno u segmentima linearni [6], [7], [8].

4. MATEMATI^KI DOKAZ

Haoti~no pona{awe je zapa`eno u eksperimentu i u simulacijama
na ra~unaru. Postavqa se pitawe {ta je sa matemati~kim dokazom hao-
ti~nog pona{awa. Potreban je metod koji }e potvrditi ili opovrgnuti
postojawe haosa u nekom sistemu u rigoroznom matemati~kom smislu.
Jedan od najefikasnijih do sada poznatih metoda je metod [iqnikova.
No, i on ima veliku mawkavost; zahtijeva dokaz postojawa homoklini~-
ne ili heteroklini~ne orbite [7]. Postojawe ovih orbita je matemati~-
ki vrlo te{ko dokazati. Jedno od rijetkih kola za koje si nau~nici to

(e) (f)
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uspjeli je Chua-ino kolo. Dakle, problem matemati~kog dokaza postoja-
wa haosa jo{ uvijek nije rije{en i grupe nau~nika {irom svijeta rade
na wegovom rje{avawu.

5. MOGU]A PRIMJENA HAOTI^NIH SISTEMA

Tokom posqedwe dekade zapa`eno je zna~ajno pove}awe interesova-
wa za haoti~ne fenomene u razli~itim fizi~kim sistemima. Me|utim,
do vrlo skoro, domen haosa je razmatran na akademskom nivou, bez zna-
~ajnijih primjena u realnom ̀ ivotu. Haos je razmatran vi{e kao ne`eqen
fenomen, ~esto opasan za rad realnih fizi~kih sistema i prema tome,
trebalo ga je izbje}i. Prakti~no, nau~nici koji su prou~avali haos raz-
vijali su metode za dizajnirawe sistema bez haosa.

Me|utim, u realnim `ivotnim situacijama, srije}emo haos u nor-
malnom radu sistema. Na primjer: dinamika vremenskih promjena (kli-
ma), na makro nivou i rad qudskog mozga u haoti~nom modu, na mikro
nivou .

Razmatraju}i haoti~ne sisteme postavqa se pitawe da li je mogu}e
na}i mehanizme za spoqa{wi uticaj na wihovo pona{awe tj. kontrolu i
da li ih je mogu}e iskoristiti u odre|ene svrhe, na primjer, za proce-
sirawe signala. Tako|e, od zna~aja je pitawe povezivawa sistema, koji
rade u haoti~nom re`imu i mogu}nosti gra|ewa sistema od prakti~ne
va`nosti.

Dvije naro~ito interesantne ideje koje su se pojavile i istakle to-
kom posledwe dekade su sinhronizacija haoti~nih sistema, ili, kra}e,
haos sinhronizacija i kontrola haoti~nih sistema, tj. haos kontrola.

Haoti~ni sistemi su okarakterisani kao “osjetqivi na po~etne
uslove”. Mala gre{ka u specificirawu stawa ili parametara deter-
ministi~kog haoti~nog sistema daje gre{ku koja u budu}nosti mo`e
biti velika. Haoti~ni sistem je, prema tome, nepredvidqiv u du`em
vremenu.

Rje{ewa dva haoti~na sistema koji startuju u gotovo, ali ne sasvim,
identi~nim uslovima postaju nekorelirana unutar kona~nog vremena.
Donekle je iznena|uju}e, prema tome, misliti da dva haoti~na sistema
mogu biti sinhronizovana u smislu da je stawe jednog asimptotski do-
stignuto od drugog. Ovaj netrivijalni fenomen je nazvan “haos sinhro-
nizacija” [12], [13], [14], [15], [16], [17].

Haos kontrola koristi ~iwenicu da haoti~na rje~ewa za ustaqeno
stawe “putuju” izme|u beskona~nog broja nestabilnih periodi~nih
rje{ewa. Tehnika osjetqivosti na perturbaciju stawa ili parametara
mo`e biti eksploatisana za stabilizaciju periodi~nih orbita ili
vo|ewe trajektorija du` odre|enog puta pomo}u nekog kontrolnog sig-
nala i ozna~ena je kao “haos kontrola” [24].
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I haos sinhronizacija i haos kontrola su privla~ile zna~ajni is-
tra`iva~ki interes tokom posledwih pet godina, ne samo zbog samog
fenomena koji stimuli`e nau~no interesovawe, nego wegovog uticaja
na primjene u kojima bogata dinamika haoti~nih rje{ewa nudi zna~ajne
prednosti nad periodi~nim rje{ewima za ustaqeno stawe.

Po{to sinhronizacija igra zna~ajnu ulogu u modernim komunikaci-
onim sistemima, jedan od najintenzivnije razmatranih domena primje-
ne haoti~ne sinhronizacije je u komunikacijama. Ovdje, postoji intere-
santna mogu}nost da haoti~ni signali mogu biti upotrijebqeni kao no-
sioci informacije iz jedne lokacije u drugu na siguran i robustan na-
~in [12], [13], [14], [15], [16], [17].

Iz perspektive kontrole, dinami~ki sistemi koji rade u haoti~-
nom re`imu su potencijalno vi{e promjenqivi od onih koji rade u
periodi~nom re`imu. Evidentna je pojava da neki prirodni sistemi
koriste promjenqivost haosa da bi obezbijedili adaptivnost u svom
pona{awu.

U ovoj klimi uzbu|ewa oko mogu}nosti za procesirawe signala upo-
trebom haosa, mnogi radovi, specijalni brojevi ~asopisa i serije kon-
ferencija su posve}ivane temi sinhronizacije i kontrole haosa. Ove
teme istaknute su u specijalnom broju IEEE Trans. Circuits and Systems I
i II iz oktobra i novembra 1993. godine. S obzirom da su ova dva poqa-
sinhronizacija i kontrola haosa brzo napredovale u posledwih pet go-
dina IEEE im posve}uje drugi specijalni broj u oktobru 1997. godine i
tre}i specijalni broj u decembru 2001. godine.
Za autora ovog rada posebno interesantno je pitawe sinhronizacije ha-
oti~nih kola i primjena haoti~nih kola i sistema u komunikacijama.

Sinhronizacija haoti~nih sistema i primjena u modernim
komunikacionim sistemima

Razmatrajmo jednu od glavnih osobina ~esto nagla{avanu u defini-
ciji haoti~nog pona{awa, osobinu osjetqive zavisnosti od po~etnih
uslova. Na osnovu te osobine zakqu~ili bi smo da sinhronizacija nije
mogu}a, jer nije mogu}e u realnim sistemima reprodukovati ta~no iste
po~etne uslove ili potpuno jednake parametre dva sistema. ̂ ak i infi-
nitezimalna promjena bilo kojeg parametra }e rezultovati u divergen-
ciji orbita koje su startovale iz bliskih po~etnih stawa.

Posmatrajmo dva ili vi{e nelinearnih sistema ( 2≥N ):

( )
.

iii xfx = , nx ℜ∈ , Ni ≤≤1 . (8)

Ako ̀ elimo da ih sinhronizujemo, zna~i, najjednostavnije re~eno, ̀ elimo
da na|emo uslov pod kojim wihova rje{ewa me|usobno konvergiraju, tj.
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( ) 0lim =−∞→ jit xx , ji ≠ . (9)

Postoji nekoliko koncepata za dobijawe sihnronizovanog rada
haoti~nih sistema [12], [13], [14], [15], [16], [17].

Pregled dosada{wih rje{ewa

Sinhronizacija haoti~nih sistema sugeri{e mogu}nost komunikaci-
ja upotrebom haoti~nih signala. Mnogo radova sa ovom temom objavqeno
je u posledwih 5-6 godina. Va`nost otkri}a Pecora i Carrola brzo je os-
vijetqena u obradi signala i kolima i sistemima za komunikacije.
Ogorzalek i drugi [12] su pokazali kako koncept sinhronizacije mo`e
biti upotrijebqen za maskirawe informacija dodaju}i haoti~ni sig-
nal govornom signalu koji se prenosi. Haoti~ni signal je obnovqen u
prijemniku upotrebom sinhronizuju}eg efekta. Govorni signal je pros-
to dobijen oduzimawem. Ovaj prilaz koriste i Cuomo i drugi u radu
[13] na primjeru Lorenz-ovih sistema. Treba naglasiti da u ovom prila-
zu nivo snage informacionog signala mora biti znatno ni`i od snage
haoti~nog signala da bi bila mogu}a sinhronizacija. Ovo je osnovna
mana ovog prilaza prenosu informacija.

Neki istra`iva~i koriste prilaz na bazi inverznog sistema za ko-
munikacije upotrebom haosa. U ovom pristupu informacioni signal je
pomije{an sa haoti~nim upotrebom neke funkcionalne operacije. Pr-
ijemnik se sastoji od sinhronizovanog haoti~niog oscilatora, a infor-
macioni signal se rekonstrui{e upotrebom inverzne operacije onoj koja
je obavqena u prijemniku [18], [19].

U radu [15] Corron i Haks saop{tavaju jo{ jedan na~in komunikacija
upotrebom haoti~nih signala. Oni predla`u da predajnik sadr`i
haoti~ni oscilator sa jednim parametrom koji je modulisan informa-
cionim signalom. Prijemnik sadr`i sinhronizovani haoti~ni pod-
sistem uve}an nelinearnim filtrom za rekonstrukciju informacionog
signala. Ovaj prilaz je demonstriran upotrebom numeri~ke simulacije
na Lorenz-ovom i Rossler-ovom sistemu kao i za Chua-ino kolo.

U radu Leung-a i Lam-a [20] tako|e se koristi haoti~na modulacija
kojom se bifurkacioni parametar dinami~kog sistema ~ini zavisnim
od signala koji treba prenijeti. U ovom radu razmatra se demodulacija
ove komunikacione {eme pomo}u adaptivnog filtra. Adaptivni filt-
ar procjewuje bifurkacioni parametar (tj. signal koji se prenosi).
Kori{}eni su: LMS (the leas mean square) algoritam, RLS (the recursive-
leas square) tehnika i Kalman-ov filtar.

Fradkov i Markov u [21], razmatraju proces sinhronizacije dva ne-
linearna vi{edimenzionalna sistema sa nepoznatim parametrima. Oni
predla`u generalnu proceduru za dizajnirawe adaptivnog sinhroniza-
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cionog pravila zasnovanog na SP (spead-gradient) metodi. Rezultati su
ilustrovani na primjeru sinhronizacije para Chua-inih kola i para
kola sa tunel diodama.

Nekoliko sli~nih metoda za prenos digitalnih signala mo`e se na}i u
literaturi. Cuomo, Oppenheim, Strogah u radu [13] koriste modulaciju
koeficijenata haoti~nog sistema u predajniku. U prijemniku, vr{i se
odgovaraju}a detekcija sinhronizacione gre{ke upotrebom niskopropus-
nog filtra i testa praga. Ovo je primijeweno na Lorenz-ov sistem. Dokaz
sinhronizacionog efekta izveden je upotrebom 3-D Qapunovqeve funkcije.

Sli~nu tehniku koristi za primjer Chua-inog kola sa u djelovima
linearnom nelinearno{}u Ogorzalek u radu [12]. On tako|e koristi
parametarsku modulaciju u predajniku za prenos binarnih signala.
Naime, on koristi razli~iti haoti~ni atraktor za svaki simbol u poru-
ci. Prijemnik se sastoji od dva prijemna podsistema; jedan za simbol
“0”, drugi za simbol “1”. Na prijemu, dakle, treba odrediti koji od pod-
sistema je sinhronizoivan. Ovaj prilaz, zbog toga, zahtijeva kompliko-
vanu detekcionu logiku u prijemniku.

Dedieu, Kennedy i Hasler u radu [16] koriste istu tehniku za prenos
digitalnog signala upotrebom haoti~nog nosioca. Svaki simbol koji se
prenosi kodiran je kao jedan atraktor Chua-inog kola. Simboli su detek-
tovani u prijemniku pomo}u kaskade samosinhronizuju}ih Chua-inih
podsistema.

Pored navedenih, postoji jo{ mnogo radova o sinhronizaciji haoti~-
nih sistema i eventualnoj primjeni u komunikacijama od kojih bi po-
sebno navela radove [22], [23] u specijalnom broju IEEE iz oktobra 1997.
godine posve}enom sinhronizaciji i kontroli haoti~nih sistema.

Pregled ostalih mogu}ih primjena

Pored sinhronizacije va`nu primjenu na{la je i kontrola haoti~nih
sistema. Ogorzalek u radu [24], opisuje razli~ite koncepte kontrole koji
su razvijeni u haoti~nim sistemima. Kontrolom se uti~e na sistem koji
radi u haoti~nom re`imu na takav na~in da se postigne `eqeni tip
dinami~kog pona{awa koji je tipi~no ravnote`na ta~ka ili periodi~na
orbita. Ogorzalek koristi sistem varijacije parametara, absorber
haoti~nih oscilacija, kontrolu pomo}u otvorene petqe, linearnu kon-
trolu pomo}u povratne sprege i metode za stabilizaciju nestabilnih
periodi~nih orbita odnosno Ott-Grebogi-Yorke-ov (OGY) prilaz.

Grebogi i Lai u radu [25] koriste, tako|e, OGY metod za postizawe
periodi~nog kretawa. Oni pokazuju da je OGY metod primjenqiv u
razmatrawu vi{edimenzionalne dinamike.

Yang i Chua u radu [26] predla`u impulsnu kontrolu kao izuzetno
pogodnu za dizajnirawe digitalnih kontrolnih {ema. U ovom radu oni
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iznose nekoliko teorema o stabilnosti impulsne kontrole sistema kao
i teoriju impulsne sinhronizacije dva haoti~na sistema. Za simulaci-
ju koriste tipi~ni haoti~ni sistem – Chua-ino kolo.

Brandth i Chen u radu saop{tavaju metod povratne sprege sa vremen-
skim ka{wewem za bifurkacionu kontrolu nelinearnih modela
haoti~ne sr~ane aktivnosti. Rabinovich i drugi opisuju metode kontrole
tj. samokontrole i samoregulacije neurona u `ivim organizmima. Na
raznovrsnost primjene haoti~nih kola i signala ukazuju i slede}a dva
rada. Baird i drugi ukazuju da kanoni~na jedna~ina Chua-inog kola mo`e
biti upotrijebqena za konstrukciju neuralne mre`e asocijativne memo-
rije sa vi{estrukim haoti~nim Chua-inim atraktorima. Ova mre`a mo`e
biti uspje{no primijewena u sistemu za prepoznavawe rukom pisanih
brojeva. Rodet razmatra verziju Chua-inog kola u kojoj su linearni ele-
menti zamijeweni linijom za ka{wewe. Pokazalo se da je ovo kolo mod-
el interesantne klase muzi~kih instrumenata, onih koji su sli~ni klari-
netu i da mo`e na}i primjenu u sintezi zvuka. Ovo kolo javqa iznena|u-
ju}e bogatstvo bifurkacija i haosa. U razli~itim regionima parametar-
skog prostora, periodi~ni i haoti~ni signali obezbje|uju nove muzi~ke
signale. Ovo su samo neki od mno{tva radova koji se bave problemom
kontrole haoti~nih signala i koji se mogu na}i u IEEE Trans. Circuits
and Systems I i II.

6. BUDU]I PROBLEMI

Haoti~ni problemi su jo{ daleko od toga da budu rije{eni. Potreb-
no je podrobnije razmotriti primjere vi{ih dimenzija: za vektorska
poqa dimenzije ve}e od tri a za diskretna preslikavawa dimenzije ve}e
od dva. Razli~iti primjeri vi{edimenzionalnih sistema sa haoti~nim
pona{awem mogu se na}i u literaturi. Me|utim, atraktivna priroda
haosa u ovim primjerima jo{ nije dobro prou~ena.

Postoji veliko interesovawe za prou~avawe vi{edimenzionalnih upa-
renih haoti~nih sistema, naro~ito niza haoti~nih oscilatora. Ove vrste
sistema su va`ne kao modeli biolo{kih i fizi~kih sistema i, tako|e, sa
ta~ke procesirawa, signala nude}i mnoge in`ewerske aplikacije.

Akcenat je stavqen na istra`ivawa u oblasti primjene haoti~nih
sistema. O~ekuje se, prema tome, unapre|ivawe rje{ewa za primjenu u
komunikacijama i uop{te u procesirawu signala. Postoje i svakog dana
se otvaraju nova poqa aplikacija koje se ostvaruju zahvaquju}i razvoju
raznih aspekata kontrole haosa. Kontrola haosa mo`e na}i primjenu u
neuralnom procesirawu signala, biologiji, medicini, a mo`da, ~ak, i
na globalnu klimu i vrijeme.

U svim oblastima nauke istra`iva~i se susre}u sa haoti~nim feno-
menima. Na primjer, jedan od osnovnih zadataka ekologa, ili biologa, je
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da otkriju i objasne osnovne zakone dinamika vrsta u funkciji razli~i-
tih parametara. Do skoro je ve}ina ekologa smatrala da bi prepu{tene
same sebi , vrste dostizale odre|ene konstantne (ravnote`ne) nivoe popu-
lacije, a da su neregularne fluktuacije, koje se ~esto opa`aju, rezultat
nepredvidqivih, slu~ajnih uticaja razli~itih ekolo{kih faktora. Ta-
kvo vjerovawe je zabluda iz “prehaoti~ne ere”. ̂ iwenica je da jedna~ine
dinamike populacije, na primjer jedna~ine “lovca i divqa~i”, koje je
izveo Volterra, pokazuju znatno bogatije pona{awe nego {to su to biolo-
zi ranije pretpostavqali, i da je haoti~no pona{awe sastavni, ~ak, esen-
cijalni dio tih modela. U mnogim nau~nim oblastima qudi jo{ uvijek
ignori{u haoti~na kretawa. No, u skoroj budu}nosti, o~ekuje se da }e
do}i do prihvatawa i razumijevawa haoti~nih kretawa kao realnosti u
medicini, hemiji, biologiji itd.

Pored istra`ivawa u primjeni haoti~nih sistema, istra`ivawa se
moraju intenzivirati u oblasti nau~no-teorijskog aspekta haosa, odnos-
no, mora se raditi na nala`ewu strogog nau~no-teorijskog metoda za po-
tvrdu ili opovrgavawe postojawa haoti~nih kretawa u nekom sistemu.

DODATAK

Da bi ilustrovali zna~aj i aktuelnost fenomena haosa i haoti~nih
sistema re}i}emo da su samo u posledwe dvije godine u IEEE Trans. Cir-
cuits and Systems I i II preko {esdeset radova bili posve}eni ovoj temi
kao i dva specijalna broja [10], [11]. Radovi su grupisani u vi{e tem-
atskih cjelina:

– Haos i bifurkacije
– Haos i kriptografija
– Nelinearna kola za haoti~ne komunikacije
– Modulacione tehnike zasnovane na haosu
– Koherentne haoti~ne komunikacije
– Nekoherentne haoti~ne komunikacije
– Opti~ke komunikacije zasnovane na haosu
– Sinhronizacija haosa – teorija
– Sinhronizacija haosa – primjena
– Kontrola haosa – teorija
– Kontrola haosa – primjena
– Filtrirawe haoti~nih signala
U posledwe vrijeme iza{lo je i nekoliko kwiga koje iz razli~itih

uglova osvjetqavaju fenomen haosa [27], [28], [29], [30].
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Vesna RUBEZIC, Radoje OSTOJIC

THEORY OF CHAOS

Summary

Chaos – state of disorder – through which deterministical systems, under certain con-
ditions have to go through or remain in it, is one of new, important and interesting subjects
of science. In this survey paper we give the basic notions of chaos theory, and describe the
chaotical behavior of Chua’s oscillator which is a paradigm for investigating chaos. Also,
we give a survey of possible applications and point out further problems in theory and
practice.




