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NESTABILNOST RAVNOTEZE U ANALITICKOM
POTENCIJALNOM POLJU

HEYCTOWMUYMBOCTb PABHOBECW/A B AHAIUTUYECKOM
MOTEHUMAIBHOM TMOJIE

Izvod

U ovom radu se daju dovoljni uslovi nestabilnosti ravnoteze
holonomnih mehanickih sistema u slu€ajevima kada je prva netri-
vijalna forma potencijalne energije nenegativna. Pokazuje se da se
dobijeni rezultati mogu proSiritt na Capliginove neholonomns
sisteme.

AHHOTauuA

B faHHOIi cTaTbe MOMyYeHbl [OCTATOYHbIE YC/IOBUS HEYCTOnun-
BHOCTM PaBHOBECWSI FOMIOHOMHbIX MEXaHWYECKMX CUCTEM B Cy4asiX,
Korfa nepsasi HETPMBMA/IbHas (hopma MOTEHLMANIbHOW 3HEprum HeoT-
puuaTesnbHa. MoKasaHo, YTO 3TU pe3y/ibTaTbl PACMpPOCTPAHAIOTCA Ha
HEro/lOHOMHbIE CUCTeMbl YansibirvHa.

1. Razmatra se mehanicki sistem sa n stepeni slobode, opi-
san Lagrangeovom funkcijom

L(x,x) = T(x,x) — MN(x), x € Rn

gdje je 2T = < K(x)x,x > dvostruka kinetiCka energija sistema
( K — simetri¢na pozitivno definitna matrica, < , > — skalar-
ni proizvod u Rn), a MN(x) —potencijalna energija sistema. Pretpo-
stavlja se da su funkcija M i koeficijenti matrice K analiticke funk-
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cije koordinata x. Kretanje sistema se opisuje Lagrangevim jedna-
Cinama
d_ 9L_ 3L

dt  3x X (1-1)

RavnotezZni poloZaji sistema poklapaju se sa kritiCnim tackama
potehcijalne energije.

Krajem proSlog vijeka formulisana je hipoteza (Ljapunov
(1897) ): ako u ravnoteznom polozaju potencijalna energija neTa
lokalni minimum, ravnoteZa je nestabilna.

Uprkos nastojanjima mnogih autora, ova hipoteza nije u pot-
punosti potvrdena (v. prikaze: Hagedron (1971), Karapet-
1an et al. (1983), Peiffer (1989) ). Napomenimo da za neana-
litiCke sisteme, kako pokazuje poznati primjer (Painleve (1904)),
hipoteza nestabilnosti ne vazi. U ovom radu daju se dva kriterijuma
nestabilnosti koji dopunjuju poznate rezultate.

2. Ne umanjuujéi opstost, moZe se smatrati da je x — 0 rav-
notezni poloZaj i da je WO0) = 0. MacLaurinov red potencijalne
energije je

Mx) = Mkx) + Nax) + ..., j > K> 2 (2.1)

gdje su IM;(x) — homogene forme stepena i. Obicno je k = 2. Kada
prva netrivijalna forma [k(x) moze uzimati negativne vrijednosti.
ravnotezni polozaj je nestabilan (Kozlov (1982), Kozlov et al.
(1982) ). Primijetimo da se ovaj rezultat poklapa s analitickim slu-
Cajem kasnije dobijenog rezultata (Sosnickij (1985) ), a za
K — 2 predstavlja klasncni rezultat (Ljapunov (1897) ). Ako je
Mk(x) pozitivno definitna forma, tada funkcija IM(x) u tacki x = 0
iina strogi minimum i prema Lagrange-Dirichlet- ovoj te-
oremi, ravnotezni poloZaj je stabilan. Dakle, ostaje otvoreno pitanje:
Sta je u slu€aju kada je prva netrivijalna forma potencijalne ener-
gije pozitivno semidefinitna. Djelimi¢an odgovor daje sljedeca te-
orema.

Teorema 1. Neka je
i—i i—i
Nnix) = S I'I,(x|2 + M1(x) + i 2 M) > 0.
AKO su ispunjeni uslovi:

1—1

@ E {(1—0Lx) > 0
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(b) postoji jedinicni vektor e € Rn take da je LWe) < 0 i
I—i

% llilue) = 0 za svako u e R;

ravruotezni polozaj x = 0 je nestabilan.

Kako je za M,(x) > 0 (i — k,..., 1I—1) automatski ispunjen
uslov (a), to teorema 1, za K > 2, uopStava nedavni rezultat (P e i-
ffer (1989) ).

Prakticno najinteresantniji slucaj je kada je k — 2, tj. W(x) >
> 0. Tada, kao Sto je poznato iz linearne algebre, skup taCaka
n—{x G Rn:Max) = 0} je m — dimenzionalna ravan koja prola-
zi kroz koordinatni pocetak. Govore€i jezikom teorije oscilacija, m
sopstvenih frekveneija sistema je jednako nuli. Kada je m = 1, hi-
poteza nestabilnosti je dokazana bez dodatnih uslova (Koiter
(1965). Za m > 2, nestabilnost je dokazana uz izngsne dodatne us-

love koje jednostavno mozemo lormulisati ako sa F oznaCimo suze-

nje neke funkeije F nan. Prvojezam = 21113 0, dokazana
nestabilnost (Laloy (1;\379) ), a zatim za proizvoljno m uz uslov

da u taCki x = 0 forma lMj : 1 -> R nema lokalni minimum (K o-
zlov (1986) ).

Teorema 2. Neka je potencijalna energija oblika (2.1) i
Mr(x) > 0. Ako jeNj= ... =Mrl =0r>j+1 a u

tacki x = 0, funkeija Mr: n — R nema lokalni minimum, ravno-
tezni poloZzaj x = 0 je nestabilan.

KadajelL(x) n 0, teorema 2 se.ocigledno, svod: na poznati re-
zultat (Kozlov (1986) ). Za razliku od pomenutog rezultata, ova
teorema, specijalno, rjeSava pitanje nestabilnosti u sljedeéim ka-
rakteristiCnim slu€ajevima: A

— u tacki x *= 0 funkeija Il : n — R ima maksimum,

— prva netrivijalna forma razvoja funkeije Tl je neparnog
stepena.

Formulisane teoreme dokazujemo direktnim metodom Ljapu-
nova, pokazujuci da se pomocna funkeija bliska po svojoj struktv-
ri ranije koris¢enoj funkeiji (Sosnickij (1985) ), moze izabrati
tako da na nultom nivou ukupne energije zadovoljava uslove opSte
teoreme Cetaeva 0 nestabilnosti kretanja.

3. 1° Razmotrimo skup funkeija f(x) = cjxild'/2 F(x),

F(x) = [ 1—2c-2 ki (<I>(vviHdv V2, (3.1)
0

gdje je 0 < c-const......l e N i ® : R —> R neprekidna nene-
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galivna funkcija kojaza neko a e ] 0,1 [ zadovoljava uslov:
O(v)/|v|*ta -» 0 kada v -> 0. UoCimo u faznom prostoru

Rn(x) x Rn(x) skup
M={XxX: X+ X <£f <xKXXx>—1FXx) >0} (3.2)
gdje je e dovoljno mali pozitivan broj. Na skupu M je zadovoljena
nejednacina

| (I df
1 +-2~) <KxKx > — < — | Kx > > ®(x)). (33)
Zaista, ako sa g(x,x) oznaCimo lijevu stranu gornje nejednacine, bice

g = |Kx [(1+ ) |KX| — uf'lJ], u = <Kx,x>/|x| iKxl,

odakle, s obzirom na (3,2), vaZi

g > miun [CE L+ "o )X* (1 —u) F2Ax) + u ®(xj)] =

= ®(x)).

2° Ne umanjujuci opstost razmatranja, moZzemo smatrati da
je K(0) = I — jedini¢na matrica. U protivnom to se moZe postici
pomocu linearne transformacije koordinata. Tada, kao Sto je poznato
(Sosnickij (1985) ), vazi

(1 — AIX) ) X2 < <K(X)x,x> (1 + O»(x) ) Ixl2 (3.4)
gdje su: 0 < A,x) = o(l).

Razmotrimo u faznom prostoru invarijantni skup, odreden
nultom vrijednoS¢u mehanicke energije, tj.

1 .
H = < K(X)x,x > + T(x) = 0. (3.5)
S obzirom na pretpostavku Mk + ... + Ilj_i > 0 i Cinjenicu da je
Mnx) > zixl, Xi = r_ninI Mi(x), pri Cemu je na osnovu usiova (b)
iX| =

teoreme 1 Ai < 0, iz (3.5), imajuci u vidu lijevu polovinu nejed-
naCine (3.4), slijedi

K=o < V —2ANX12 (1 + 0(1) ), (3.6)

3° Na skupu

E o= { (XX): IX + |¥ <& < KXxx > + 2MN(x) =0}
uvedimo pomoc¢nu funkciju V(x,x) — < x,K(X)x > — f(x), pri 6e-
mu se f(x) bira tako Sto se u (3.1) stavi ®(y) = |vil+tb, b e ] 0, 1],
a konstanta ¢ se podvrgne uslovu ¢ < V — 2M](e). gdje je e vektor
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iz uslova (b) teoreme 1. Stavljajuoi x = ue i x = U K-1 (x=ue)e u
(3.5), slijedi nejednacina

U > V —2IiT(ej lull/2 (1 + o(l) 1,
pa je

V(X = |ule,x = IUIK-J(ue)e) > (V —20, (&) — c )i |u*J1/2 (I+o(l) )
Dakle, s obzirom na izbor konstante c, za svako i] €] 0, e [postoje
taeke (x.x) e E, takve da je x| + jx < 1] i V(x,x) > 0.

Izvod iz pomocne funkcije po vremenu, u smislu diferencijal-
nih jednaCina (1.1) je

an df

V=2T—<x - o >— <X 4 >+ <XRXX) > (37

gdje je R(x,x) neka vektorska funkcija drugog stepena po x. Ako
se iskoristi Eulerova teorema o homogenim funkcijama, na osnovu
jednacine (3.5) prethodni izraz se moZe napisati u obliku

L df -
2 (0),4 K

(1—i) Mjx) +  (1—i) MKx) — < A)(',-gf— >+ P(x,X),

gdje je P(x,x) neka kvadratna forma u odnosu na generalisane br-
zine, koja se anulira za x = 0. Na osnovu pretpostavke (a) teorme
1, ocjena (3.3) i (3.6), s obzirom na izbor funkcije, f, zakljuCujemo
da za svako (x,x) e E ) V(x,x) > 0 vaZi

V > x|+ (- o(l) ).

Prema tome, ispunjeni su uslovi opSte teoreme nestabilnosti
(Rouehe et al. (1977) ) i, dakle, ravnoteza x = 0 razmatranog si-
stema je nestabilna.

4, Teorema 2 se izvodi iz teoreme 1. Prvo, linearnom trans-
formacijom_prelazimo na normalne koordinate. U normalnim koor-

dinalama x, s obzirom da razmatramo sluc¢aj IL > 0, je

lI(X) = —— < Dx,x > + Nj(x) + ... (4.1)

Kx) =1 + A, A(0) =0,
gdje je D = diag (<02i, ..., «2n_m 0, .... 0). Ako uvedemo oznake
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Yy = (Xi....... xnm iz = (xn_m+, Xnj, na osnovu leme o cije-
panju funkcije (Gilmore (1981), postoji nelinearna koordinatna
transformacija

y =Y + by, z=z2
koja funkciju lI(x) transformisle u

n* = ! < Dy,y > + W(z), W(z) = WK(z) + ..., K>, 2, (43)

gdje je D = diag (0n2, ..., w2n_m). Lako se pokazuje da je
b(x) = bj_i(x) + ...
gdje su b,(x) vektorske forme stepena i. OcCigledno je

N = n* (y=b(y=0,2),2),
odakle, s obzirom na pretpostavke teoreme 2, slijedi

* 1
ar(r) - ... = '— < De(2)c(2) > + W82) T ..., (4.4)
gdje je
¢z) = b(y=0,2) = cp@@) + ....p > j— 1
Ako je 2p < r, onda je s = 2p i prema (4.4)

1
Ws = -2* < Decp@2)Cpla) >
a ako je 2p = r, bice

Wt = — —;‘ < Dcp(2),Cp(z) = + Rr(r).
Kadaje r <2p, ondaje s=r i Ws = nr(z). Posto prema pret-

postavci teoreme 2 forma IMr nema lokalni minimum, a sem toga
matrica D je pozitivno dfinitna, to u sva tri mogucna slucaja pr-
va netrivijalna forma W, funkcije W moze da uzima negativne
vrijednosti. Time smo pokazali da su zadovoljeni uslovi teoreme 1
l()kl — 2, 1 =5), pa je ravnoteza x = 0 razmatranog sistema nesta-
ilna.

5. Prethodni rezultati nestabilnosti ravnoteZe lako se proSiruju
na Capliginove neholonomne sisteme. Zaista, diferencijalne jedna-
Cine oblika

d 3L dL
_dt* i — ““r L" T<x'x) —n(x)- (51)

opisuju kretanje takvih sistema nezavisno od jednacina neholomnih
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veza (Nejmark & Fufajev (1967). ) Ovdje su: 2T — < AX)xx >
pozitivno definitna kvadratna forma brzina x, dobijena iz kinetiCke
energije sistema eliminacijom zavisnih brzina pomoc¢u jednacCina
neholonomnih teza; '(x,x) — vektorska funkcija Cije su komponente
kvadratne forme nezavisnih brzina x (neholonomni ¢lanovi). Posto
je < I'(x,x),x = = 0, to jednacine (5.1) dopustaju integral energije
H = T(x,x) -+ MN(x), pa se moze primijeniti ranije izlozeni postupak.
Ako primijetimo da na dokaz teorema 1 i 2 ne utiCu Clanovi iz
Lagrangeovih jednacina koji su kvadratne forme generalisanih br-
zina, s obzirom na strukturu neholonomnih c¢lanova u jednaCinama

(5.1), slijedi da teoreme 1 i 2 vaze i za Capliginove neholonomne
sisteme.

Na kraju, pretpostavimo da na razmatrani sistem sem poten-
cijalnih sila dejstvuju i giroskopske sile G = B(X)x, B(x) — anti-
simetricna matrica. Neka je

B(x) = Bg(x) + ..., g >0
MacLaurinov red matrice B. Posto je snaga giroskopskih sila jedna-
ka null, to one ne mijenjaju mehanicku energiju, pa se opet moze
iskoristili postupak dokaza teorema 1 i 2. Pri tome, izraz (3.7) tre-
ba dopuniti ¢lanovima koji poticu od giroskopskih sila. Lako se
provjerava da ako giroskopske sile zadovoljavaju uslov:

q > [=2)2],

ocjena (3.6) ostaje da vazi. Prema tome, teoreme 1 i 2, uz dopunski
uslov q >[(1—2)/2], daju kriterijume nestabilnosti ravnoteZe giro-
skopskog Capliginovog sistema.
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PaHucnas bynaTosuy

HEYCTOMUYMBOCTb PABHOBECWKSA B AHA/IUTUUYECKOM
MOTEHUWMANBHOM TOJE

Pe3ome

Wccnepyetcs HEyCTOVIHVIBOCTb paBHOBECMA TONOHOMHbIX MeXaHWU4eCKux
cucrtem B CuMnoBoM none C noreHumanom Buia
1—1

N = %_ N + M) + ..., Kk > 2, x  Rn

1—1
rge 2 Hi(x) > 0. TNpaMbim MeTogom JlsinyHoBa [0Ka3bIBAKOTCA TNy oL

n
YTBEPXKAEHNS.
Teopema 1. ECnv BbINOMHEHBI MPEANONOXEHNS
1—1

(a) 2K (1—i) N1(x) > 0.
1 6) CyLecTBYeT eAMHWYHWIA BeKTOp € C R, Takoi, yto Mi(e) < Owu
A Mj (ue) = o pgna kaxgoro u e R;

TO paBHOBecMe X = 0 HeycTOWuMBO.
Teopema 2. Ecnm Mj(x) > 0 1 nepBas HeTpuBUa/IbHaa (hopmMa pasnoxe-
Hua yHKumK T1(x) Ha naockoctw, 1. = {x: [O»(X) = 0) npuHUMaeT oTpuLa-
TefbHble 3HayeHWs, To paBHoBece X 0 HeyCTONYMBO.
M3 3TUX TEOpeM BLITEKAIOT HEKOTOPblE M3BeCTHble pedynbTatel (Laloy
§1979), Kos3nos (1986), Peiffer (1989). TlokasaHo, 4TO TeopeMbl 1 U
pacnpoCTPaHAIOTCA Ha HEroloHOMHble CUCTeMbl YannbirmHa.

Napomena; Rad je uraden u okviru projekta OSI—263 Saveznog ministarstva
za razvoj, nauku i Zivotnu sxedinu.





