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NESTABILNOST RAVNOTEZE U ANALITICKOM
POTENCIJALNOM POLJU

HEYCTOMYMBOCTb PABHOBECUSI B AHAJIUTUYECKOM
IIOTEHIIMAJIBHOM IIOJIE

Izvod

U ovom radu se daju dovoljni uslovi nestabilnosti ravnoteze
holoniomnih mehanic¢kih sistema u slu¢ajevima kada je prva netri-
vijalna forma potencijalne energije nenegativna. Pokazuje se da se
dobijeni rezultati mogu prosiriti na Capliginove neholonomne
sisteme.

AHHOTaAaUuAa

B mamHOI cTaThe IOJy4eHbI JOCTATOYHbIE YCJOBMSA HEYCTONYM-~
BHOCTY PABHOBECUA TOJOHOMHBIX MEXaHWYEeCKUX CHCTeM B CAYUanX,
Koraa IepBafd HeTPMBMAJbHAA (PopMa IOTEeHLMAJBHO! 9HEPTi1M HEOT-
puuareasHa. ITokazaHo, YTO 9TY Pe3yJbTATBl PACIPOCTPAHAITCA HA
HEroJIOHOMHBIE CUCTeMbl JarlIbIrMHa.,

1. Razmatra se mehanic¢ki sistem sa n stepeni slobode, opi-
san Lagrangeovom funkcijom

Lx,x) = T(x,x) — [I(x), x €' R®

gdje je 2T = < K(x)x,x > dvostruka kineticka energija sistema
( K — simetriéna pozitivno definitna matrica, < , > — skalar-
ni proizvod u R?), a II(x) — potencijalna energija sistema. Pretpo-
stavlja se da su funkcija II i koeficijenti matrice K analiticke funk-
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cije koordinata x. Kretanje sistema se opisuje Lagrangevim jedna-
¢inama -

4oL L .
o o T (*.1)

~Ravnotezni poloZaji sistema poklapaju se sa kriti¢nim tatkama
potencijalne energije.

Krajem proslog vijeka formulisana je hipoteza (Ljapunov
(1897) ): ako u ravnoteZnom poloZaju potencijalna energija nema
lokalni minimum, ravnoteZa je mestabilna.

Uprkos nastojanjima mnogih autora, ova hipoteza nije u pot-
punosti potvrdena (v. prikaze: Hagedron (1971), Karapet-
jan et al. (1983), Peiffer (1989) ). Napomenimo da za neana-
liticke sisteme, kako pokazuje poznati primjer (Painlevé (1904)),
hipoteza nestabilnosti ne vazi. U ovom radu daju se dva kriterijuma
nestabilnosti koji dopunjuju poznate rezultate.

2. Ne umanjuujéi opStost, moZe se smatrati da je x == 0 rav-
noteZni polozaj i da je II(0) = 0. MacLaurinov red potencijalne
energije je

O(x) = Myx) + M(x) +...,j> k=2 2.1)

gdje su IT;(x) — homogene forme stepena i. Obiéno je k = 2. Kada
prva netrivijalna forma Il (x) moZe uzimati negativne vrijednosti.
ravnolezni polozaj je nestabilan (Kozlov (1982), Kozlov et al
(1982) ). Primijetimo da se ovaj rezultat poklapa s analitickim slu-
tajem kasnije dobijenog rezultata (Sosnickij (1985)), a za
k = 2 predstavlja klasnéni rezultat (Ljapunov (1897) ). Ako je
I (x) pozitivno definitna forma, tada funkcija II(x) u tacki x = 0
“ima ‘strogi minimum i prema Lagrange-Dirichlet- ovoj te-
oremi, ravnotezni polozaj je stabilan. Dakle, ostaje otvoreno pitanje:
Sta je u slu¢aju kada je prva netrivijalna forma potencijalne ener-
gije pozitivho semidefinitna. Djelimi¢an odgovor daje sljedeéa te-
orema.

Teorema 1. Neka je

1-1 1-1
Ix) = Zk Im(x) +IL(x) + ..., Zk‘ IT(x) = 0.

Ako su ispunjeni uslovi:

1-1
@ = @—)OE = o |
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(b) postop jedini¢ni vektor e € Rn tako da je ILie) < 0 i
1-1
X IIj(ue) = 0 za svako u € R;
k

ravnotezni polozaj x =0 ] e nestabilan.

Kako je za IIi(x) = 0 (i = k,..., 1—1) automatski ispunjen
uslov (a), to teorema 1, za k > 2, uopStava nedavni rezultat (P e i-
ffer (1989) ).

Praktiéno najinteresantniji sluéaj je kada je k = 2, tj. Il2(x) =
= (. Tada, kao Sto je poznato iz linearne algebre, skup tacaka
n = {x € R*: [I2(x) = 0} je m — dimenzionalna ravan koja prola-
zi kroz koordinatni pocetak. Govoreéi jezikom teorije oscilacija, m
sopstvenih frekvencija sistema je jednako nuli. Kada je m = 1, hi-
poteza nestabilnosti je dokazana bez dodainih uslova (Koiter
(1965). Za m > 2, nestabilnost je dokazana uz izvjesne dodatne us-

o)
love koje jednostavno mozemo [ormulisati ako sa F oznac¢imo snuze-

nje neke funkcije F na . Prvojezam = 2i IIs = 0, dokazana
nestabilnost (Laloy (1979) ), a zatim za proizvoljno m uz uslov

da u ta¢ki x = 0 forma ﬁ,- :t — R nema lokalni minimum (Ko-
zlov (1986) ).

Teorema 2. Neka je potencijalna energija cblika (2.1) i
Ile(x) = 0. Ako jeI; = ... =II,,;, =0r=j+1 a u

tacki x = 0, funkcija II,: t = R nema lokalni minimum, ravno-
tezni polozaj x = 0 je nestabilan.

Kada jeII;(x) = 0, teorema 2 se,otigledno, svod: na poznati re-
zultat (Kozlov (1986) ). Za razliku od pomenutog rezultata, ova
teorema, specijalno, rjeSava pitanje nestabilnosti u sljedeé¢im ka-
rakteristicnim sluéajevima:

— u tacki x = 0 funkcijaIl : * - R ima maksimum,

n

— prva netrivijalna forma razvoja funkcije II je neparncg
stepena.

Formulisane teoreme dokazujemo direktnim metodom Ljapu-
nova, pokazujuéi da se pomoéna funkcija bliska po svojoj struktu-
ri ranije koriSéenoj funkeiji (Sosnickij (1985) ), moze izabrati
tako da na nultom nivou ukupne energije zadovoljava uslove opste
teoreme Cetaeva o nestabilnosti kretanja.

3. 1° Razmotrimo skup funkcija f(x) = cfx/'*1/2 F(x),
x|
Fx) = [1—2c2 [ (D(v)/vithdv. ]/ )
(1]

gdje je 0 < c-const...., 1€ N i ® : R - R neprekidna nene-
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gativna funkcija koja za neko a € ] 0,1 [ zadovoljava uslov
ov)/|v['*a = 0 kada v — 0. Uodimo u faznom prostoru

Rn(x) x R“(x) skup
={(x,x): x| +|x <& <xKxx>—1£fx)>0} (3.2
gdje je &€ dovoljno mali pozitivan broj. Na skupu M je zadovoljena
nejednacina

1 & - of :
(1 +7,7) <KxKx > — < 7, Kx > > ®(x). (3.3)

Zaista, ako sa g(x,x) oznad¢imo lijevu stranu gornje nejednacine, bice

= |Kx| [ + )iKx] — ufld], u = <Kxx>/[x| Kx|,

1
2
odakle, s obzirom na (3,2), vazi

ghe > min [e* (1 + ~:g-‘>|le 1—w Fx) + udx)] =
u
= (x).

2° Ne umanjujuéi opStost razmatranja, mozemo smatrati da
je K(O) I — jedini¢na matrica. U protivnom to se moze postici

pomoc¢u linearne transformacue koordinata. Tada, kao Sto je poznato
(Sosnickij (1985) ), vaii

(1—Ai(x)) X2 < <K®)xx> £ (1 + Axx) ) X2 (3.4)
gdje su: 0 < Ai(x) = o(1).

Razmotrimo u faznom prostoru invarijantni skup, odreden
nultom vrijednoSéu mehani¢ke energije, tj.

1 .. ;
H = 9 < KE)xx > + Ox) = 0. (3.5)
S obzirom na pretpostavku Iy + ... + ;.1 = 0 i ¢injenicu da je
IM(x) = 4l & = an II(x), pr1 temu je na osnovu uslova (b)
xX|=1

teoreme 1 A1 < 0, iz (3.5), imajuéi u vidu lijevu polovinu nejed-
naéine (3.4), slijedi '

[XlE-o =< V —2i1 x]2(1 + o(1) ), (3.6)
3° Na skupu
E ={ xx): x| + [x| < ¢ < K(x)xx > + 2[(x) = 0 }

uvedimo pomoénu funkeiju V(x, x) = < x,K(x)x > — f(x), pri ée-
mu se f(x) bira tako Sto se u (3.1) stavi ®(v) = [v/'*®, b =.] 0, 1],

a konstanta c se podvrgne uslovu ¢ < V — 2IIj(e), gdje je e vektor
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iz uslova (b) teoreme 1. Stavljajudi x = ue i x = UK-I (x=ue)e u
(3.5), slijedi. nejednacina

Ul = V =200, (e) 2 (1 + o(1) 1,
pa je

V(x = |ulex = UK (ue)e) = (V —2II; (€) — c )I[ull*1/2 (1+o(1) )
Dakle, s obzirom na izbor konstante ¢, za svako 7 €] 0, ¢ [postoje
tatke (x.x) € E, takve da je x| + x| < miV(xx) > 0.

1zvod iz pomoéne funkcije po vremenu, u smislu diferencijal-
nih jednacina (1.1) je

- a1 S SR o
V=2T— < x, o > <X 7> < x,R(x,x) >, (3.7

gdje je R(x,x) neka vektorska funkcija drugog stepena po x. Ako
se iskoristi Eulerova teorema o homogenim funkcijama, na osnovu
jednadine (3.5) prethodni izraz se moze napisati u obliku

Ix

1 " . of -1
=1+ )<EKxx>— < Kx,~ >+ 2
2 ox k
. of .
(I—i) Imj(x) + 2 (1—i) ILi(x) — < Ax, > 4 P(x,x),
i1

gdje je P(x,ic) neka kvadratna forma u odnosu na generalisane br-
zine, koja se anulira za x = 0. Na osnovu pretpostavke (a) teorme
1, ocjena (3.3) i (3.6), s obzirom na izbor funkcije, £, zakljucujemo
da za svako (x,x) € E N V(x,x) > 0 vazi

V> [kt (14-0(1) ).

Prema tome, ispunjeni su uslovi opste teoreme nestabilnosti
(Rouche et al. (1977) ) i, dakle, ravnoteza x = 0 razmatranog si-
stema je nestabilna.

4. Teorema 2 se izvodi iz teoreme 1. Prvo, linearnom trans-
formacijom prelazimo na normalne koordinate. U normalnim koor-

dinalama x, s obzirom da razmatramo slucaj II: = 0, je

e 1 e S
I(x) =—,— < Dxx > + I{x) + ... (4.1)

_K® =1+ A A®) =
gdje je D = diag (0%, ..., ©%_n 0, ..., 0). Ako uvedemo oznake
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};' = (;{l, — ):_,,;..,) iz = (}?,,_m”, Sy :—{—,,), na osnovu leme o cije-
panju funkcije (Gilmore (1981), postoji nelinearna koordinatna
transformacija

y=y T b(y2),z=z
koja funkciju II(x) transformi§e u

1
I*= ,7<Dy,y>+ W), W) =Wz +...,k >, 2 (43)

gdje je D = diag (w1 ..., 0*_p). Lako se pokazuje da je
b(X) _= bj_](X) S P
gdje su b;(x) vektorske forme stepena i. O¢igledno je

I = I (y=b(y=0,2),2),
odakle, s obzirom na pretpostavke teoreme 2, slijedi

ta[»-a

ll\'l,(z) + .= < Dec(z),e(z) > + Wi@) + ..., (4.4)
gdje je o
c(z) = b(y=0,z) = cp(z) + ..., p = j— 1.

Ako je 2p < r, onda je s = 2p i prema (4.4)

1
WB = ——“q’ < DCD(Z),'Cv‘(Z) >,

a ako je 2p = r, bice

1 A
W, = — —— < Decy(z),cp(z) > + II(2).
- A
Kada je r < 2p, ondaje s=r i W, = II(2). Po$to prema pret-
~

postavci teoreme 2 forma II, nema lokalni minimum, a sem toga
mairica D je pozitivno dfinitna, to u sva tri moguéna slu¢aja pr-
va netrivijalna forma W, funkcije W moZe da uzima negativne
vrijednosti. Time smo pokazali da su zadovoljeni-uslovi teoreme 1
(k = 2,1 = s), pa je ravnoteZa x = 0 razmatranog sistéma nesta-
bilna. 2

5. Prethodni rezultati nestabilnosti ravnoteze lako se prosiruju
na Capliginove neholonomne sisteme. Zaista, diferencijalne jedna-
¢ine oblika

= d— —.a_I-‘— _’dI:‘_ — P 5 L — T o n 1
dt a}z = ax - (X,X), 2 (x)x) el (X), (5 )

opisuju kretanje takvih sistema nezavisno od jedna¢ina neholomnih
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veza (Nejmark & Fufajev (1967). ) Ovdje su: 2T = < A(x)x,x >
pozitivno definitna kvadratna forma brzina x, dobijena iz kineticke
energije sistema eliminacijom zavisnih brzina pomo¢u jedna¢ina
neholonomnih teza; I'(x,x) — vektorska funkcija ¢ije su komponente
kvadratne forme nezavisnih brzina x (neholonomni ¢lanovi). Posto
je < I'(x,x),x > = 0, to jednaéine (5.1) dopustaju integral energije
H = T(x,x) + II(x), pa se moZze primijeniti ranije izloZeni postupak.
Ako primijetimo da na dokaz teorema 1 i 2 ne uti¢u ¢lanovi iz
Lagrangeovih jednaéina koji su kvadratne forme generalisanih br-
zina, s obzirom na strukturu neholonomnih ¢lanova u jedna¢inama

(5.1), slijedi da teoreme 1 i 2 vaze i za Capliginove neholonomne
sisteme.

Na kraju, p‘retpostavimo da na razmatrani sist_em sem poten-
cijalnih sila dejstvuju i giroskopske sile G = B(x)x, B(x) — anti-
simetriéna matrica. Neka je

B(x) = By(x) + ..., q =0

MacLaurinov red matrice B. Posto je snaga giroskopskih sila jedna-
ka nuli, to one ne mijenjaju mehani¢ku energiju, pa se opet moze
iskoristili postupak dokaza teorema 1 i 2. Pri tome, izraz (3.7) tre-
ba dopuniti élanovima koji poti¢u od giroskopskih sila. Lako se
provjerava da ako giroskopske sile zadovoljavaju uslov:

q > [(—2)/2],

ocjena (3.6) ostaje da vazi. Prema tome, teoreme 1 i 2, uz dopunaki
uslov q >[(1—2)/2], daju kriterijume nestabllnostl ravnoteze giro-
skopskog Capliginovog sistema.
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Panucaas Byaarosuu

HEYCTOMYMBOCTH PABHOBECUSA B AHAJIUTUIECKOM
IIOTEHIIUAJBRHOM IIOJE

Pe3oMe

ViccnenyeTcA HEYCTONUMBOCTh PABHOBECHUA TIOJIOHOMHBIX MEXaHMYECKUX
CHMCTEM B CHUJIOBOM n?ne ¢ TIOTEHIMAJNOM BUAA
—1

I(x) = f IOix) + Ii(x) + ..., k =2 2, x € Rn

1—1
rae 3 JTi(x) ='0. IIpaMbiM MeTOmoM JIAIYyHOBA JOKa3bisargTig ~HAEAYOUIN

n
YTBEepXKAEHUA.
Teopema 1. Ecay BbHIONHEHBI [IPERIIOVEOIKEHUA
—1

(@) Ek (1—i) ILi(xy ='0.
s 6) cyuecTsyer exauHnuHMii BeKTOp € = R, rakoi, uyro IMe) < 0u
}l:‘ IIi (ue) = 0 ana xaxmgoro u < R;

TO paBHOBecye X = 0 HeycDTOI4YMBO,

Teopema 2. Ecanu Ig(x) = 0 ¢f mepBaa HeTpuByalbHaZ (bopMa pasnoxe-
HUA PYHKLIIMI 1‘[(‘{) Ha NJIOCKOCTH N, = { X ng(x) =0} OpyMHUMaeT OTIpUIA-
vedibhible 3Ha4eHMUA, TO pa,m-:oaecue X =0 Heyc'ronquno

W3 ITMX TeopeM BBITEKAIOT newo'mpue usBectHble pesyabTatel: (Laloy
(1979), Kosxor (1986), Peiffer (1989). IloxasaHo, 4ro TeopeMbl 1 u
2 PacCIIpOCTPAHAIOTCH Ha HETOJOHOMHbIe CHCTeMbl UaIuILITHHA.
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