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Izvod

U ovom radu se daju dovoljni uslovi nestabilnosti ravnoteže 
holonomnih mehaničkih sistema u slučajevima kada je prva netri- 
vijalna forma potencijalne energije nenegativna. Pokazuje se da se 
dobijeni rezultati mogu proširiti na Capliginove neholonomns 
sisteme.

Аннотация

В данной статье получены достаточные условия неустойчи- 
вности равновесия голономных механических систем в случаях, 
когда первая нетривиальная форма потенциальной энергии неот
рицательна. Показано, что эти результаты распространяются на 
неголономные системы Чаплыгина.

1. Razmatra se mehanički sistem sa n stepeni slobođe, opi- 
san Lagrangeovom funkcijom

L(x, х) = T(x, х) — П(х), х е Rn
gdje је 2Т = < K(x)x,x > dvostruka kinetička energija sistema 
( К — simetrična pozitivno definitna matrica, < , > — skalar- 
ni proizvod u Rn), a П(х) —potencijalna energija sistema. Pretpo- 
stavlja se da su funkcija П i koeficijenti matrice К analitičke funk-
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cije koordinata x. Kretanje sistema se opisuje Lagrangevim jedna- 
činama

d__ 9L_ 3L
dt Эх Эх (1-1)

Ravnotežni položaji sistema poklapaju se sa kritičnim tačkama 
potehcijalne energije.

Krajem prošlog vijeka formulisana je hipoteza (Ljapunov 
(1897) ): ako u ravnotežnom položaju potencijalna energija пета 
lokalni minimum, ravnoteža je nestabilna.

Uprkos nastojanjima mnogih autora, ova hipoteza nije u pot- 
punosti potvrdena (v. prikaze: Hagedron (1971), Karapet
ian et al. (1983), Peiffer (1989) ). Napomenimo da za neana- 
litičke sisteme, kako pokazuje poznati primjer (Painleve (1904)), 
hipoteza nestabilnosti ne važi. U ovom radu daju se dva kriterijuma 
nestabilnosti koji dopunjuju poznate rezultate.

2. Ne umanjuujći opštost, može se smatrati da je x — 0 rav- 
notežni položaj i da je Щ0) = 0. MacLaurinov red potencijalne 
energije je

П(х) = Пк(х) + ПДх) + ..., j > к > 2 (2.1)

gđje su П;(х) — homogene forme stepena i. Obično je к = 2. Kada 
prva netrivijalna forma Пк(х) može uzimati negativne vrijednosti. 
ravnotežni položaj je nestabilan (Kozlov (1982), Kozlov et al. 
(1982) ). Primijetimo da se ovaj rezultat poklapa s analitičkim slu- 
čajem kasnije dobijenog rezultata (Sosnickij (1985) ), a za 
к — 2 predstavlja klasnčni rezultat (Ljapunov (1897) ). Ako je 
Пк(х) pozitivno definitna forma, tada funkcija П(х) u tački x = 0 
iina strogi minimum i prema Lagrange-Dirichlet- ovoj te- 
oremi, ravnotežni položaj je stabilan. Dakle, ostaje otvoreno pitanje: 
Šta je u slučaju kada je prva netrivijalna forma potencijalne ener
gije pozitivno semidefinitna. Djelimičan odgovor daje sljedeća te- 
orema.

Teorema 1. Neka je
i—i i—i

П(х) = S П,(х) + П1(х) + ..., 21 П;(х) > 0. 
к к

Ако su ispunjeni uslovi:
1—1

(а) Е (1 — i) Щх) > 0; к
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(b) postoji jedinični vektor e e Rn take da je Ще) < 0 i
I—i

S Ili(ue) = 0 za svako u e R; к

ravruotežni položaj x = 0 je nestabilan.
Kako je za П,(х) > 0 (i — k,..., 1—1) automatski ispunjen 

uslov (a), to teorema 1, za к > 2, uopštava nedavni rezultat (P e i- 
ffer (1989) ).

Praktično najinteresantniji slučaj je kada je к — 2, tj. Ш(х) > 
> 0. Tada, kao što je poznato iz linearne algebre, skup tačaka 
л — {x G Rn : Па(х) = 0} je m — dimenzionalna ravan koja prola- 
zi kroz koordinatni početak. Govoreći jezikom teorije oscilacija, m 
sopstvenih frekveneija sistema je jednako nuli. Kada je m = 1, hi- 
poteza nestabilnosti je dokazana bez dodatnih uslova (К о i t e r 
(1965). Za m > 2, nestabilnost je dokazana uz izvjesne dodatne us-

A
love koje jednostavno možemo lormulisati ako sa F označimo suže- 
nje пеке funkeije F па л. Prvo je za m = 2 i Пз 0, dokazana 
nestabilnost (Lalо у (1979) ), a zatim za proizvoljno m uz uslov 

A
da u tački x = 0 forma Пј : л -> R nema lokalni minimum (K o- 
zlov (1986) ).

Teorema 2. Neka je potencijalna energija oblika (2.1) i
Пг(х) > 0. Ako je Пј = ... = Пг_1 = 0, r > j + 1, a u 
tački x = 0, funkeija Пг: л —> R nema lokalni minimum, ravno- 
težni položaj x = 0 je nestabilan.

KadajelL(x) и 0, teorema 2 se.ocigledno, svod: na poznati re
zultat (Kozlov (1986) ). Za razliku od pomenutog rezultata, ova 
teorema, specijalno, rješava pitanje nestabilnosti u sljedećim ka- 
rakterističnim slučajevima:

A
— u tački x *= 0 funkeija П : л —> R ima maksimum,
— prva netrivijalna forma razvoja funkeije П je neparnog 

stepena.
Formulisane teoreme dokazujemo direktnim metodom Ljapu- 

nova, pokazujući da se pomoćna funkeija bliska po svojoj struktv- 
ri ranije korišćenoj funkeiji (Sosnickij (1985) ), može izabrati 
tako da na nultom nivou ukupne energije zadovoljava uslove opšte 
teoreme Cetaeva о nestabilnosti kretanja.

3. 1° Razmotrimo skup funkeija f(x) = cjxi14'1/2 F(x),

|x|
F(x) = [ 1—2c-2 J (<I>(v)/v1+l)dv ]V2, (3.1)

о

gdje je 0 < c-const.......1 e N i Ф : R —> R neprekidna nene- 
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galivna funkcija koja za neko a e ] 0,1 [ zadovoljava uslov: 
0(v)/|v|*f a -» 0 kada v -> 0. Uočimo u faznom prostoru

Rn(x) x Rn(x) skup
M = { (x, x): |x| + |x| < £, < x,K(x)x > — f(x) > 0 } (3.2)

gdje je e dovoljno mali pozitivan broj. Na skupu M je zadovoljena 
nejednačina

1 ■ • df
(1 + - 2~ ) < Kx,Kx > - < — , Kx > > Ф(;х|). (3.3)

Zaista, ako sa g(x,x) označimo lijevu stranu gornje nejednačine, biće

g = |Kx| [(1 + ) |Kx| — uf’IJ'], u = <Kx,x>/|x| iKxl,

odakle, s obzirom na (3,2), važi

glM > min [c2 (1 + ’ •;; )|х|* (1 — u) F2(x) + u Ф(|хј)] = 
u L

= Ф(јх|).
2° Ne umanjujući opštost razmatranja, možemo smatrati da 

je K(0) = I — jedinična matrica. U protivnom to se može postići 
pomoću linearne transformacije koordinata. Tada, kao što je poznato 
(Sosnickij (1985) ), važi

(1 — Ai(x) ) |x|2 < <K(x)x,x> (1 + Д»(х) ) Ixl2 (3.4)
gdje su: 0 < Д,(х) = o(l).

Razmotrimo u faznom prostoru invarijantni skup, određen 
nultom vrijednošću mehaničke energije, tj.

1 . .
H = < K(x)x,x > + П(х) = 0. (3.5)

S obzirom na pretpostavku Пк + . .. + IIj_i > 0 i činjenicu da je 
П,(х) > zijxl1, Xi = min П1(х), pri čemu je na osnovu usiova (b) 

ix| = l
teoreme 1 Ai < 0, iz (3.5), imajuči u vidu lijevu polovinu nejed- 
načine (3.4), slijedi

|х|н=о < V —2АЛХ11/2 (1 + 0(1) ), (3.6)

3° Na skupu
E •= { (x,x): 1x| + |x| < e, < K(x)x,x > + 2П(х) = 0 } 

uvedimo pomoćnu funkciju V(x,x) — < x,K(x)x > — f(x), pri бе- 
mu se f(x) bira tako što se u (3.1) stavi Ф(у) = |vil+b, b e .] 0, 1[, 
a konstanta c se podvrgne uslovu с < V — 2П](е). gdje je e vektor 
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iz uslova (b) teoreme 1. Stavljajuoi x = ue i x = U K-1 (x=ue)e u 
(3.5), slijedi nejednačina

|U| > V —2liT(ej lul1/2 (1 + o(l) 1, 

pa je

V(x = |u|e,x = IUlK-J(ue)e) > (V — 2П, (e) — c )i |u|*J1/2 (l+o(l) ) 
Dakle, s obzirom na izbor konstante c, za svako i] e] 0, e [postoje 
taeke (x.x) e E, takve da je |x| + jx| < r] i V(x,x) > 0.

Izvod iz pomoćne funkcije po vremenu, u smislu diferencijal- 
nih jednačina (1.1) je

ЭП
V = 2T — < x, - - ox

df
> — < x, „ > + < x,R(x,x) >, (3.7) ox

gdje je R(x,x) neka vektorska funkcija drugog stepena po x. Ako 
se iskoristi Eulerova teorema о homogenim funkcijama, na osnovu 
jednačine (3.5) prethodni izraz se može napisati u obliku

1 df I-'
V = (1 + —~) < Kx,x > — < Kx, - - > + 22 ox к

. df
(1—i) Пј(х) + (1—i) Пј(х) — < Ax,-7— > + P(x,x), 

gdje je P(x,x) neka kvadratna forma u odnosu na generalisane br- 
zine, koja se anulira za x = 0. Na osnovu pretpostavke (a) teorme 
1, ocjena (3.3) i (3.6), s obzirom na izbor funkcije, f, zaključujemo 
da za svako (x,x) e E Г) V(x,x) > 0 važi

V > |x|1+b (l-' o(l) ).

Prema tome, ispunjeni su uslovi opšte teoreme nestabilnosti 
(Rouehe et al. (1977) ) i, dakle, ravnoteža x = 0 razmatranog si- 
stema je nestabilna.

4. Teorema 2 se izvodi iz teoreme 1. Prvo, linearnom trans- 
formacijom_prelazimo na normalne koordinate. U normalnim koor- 
dinalama x, s obzirom da razmatramo slučaj IL > 0, je

ll(x) = ~~ < Dx,x > + Пј(х) + ... (4.1)

K(x) = I + A, A(0) =0,
gdje je D = diag (<o2i, ..., «2n_m, 0, .... 0). Ako uvedemo oznake
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У = (Xi........ xn_m) i z = (xn_m+i, xnj, na osnovu leme о cije-
panju funkcije (Gilmore (1981), postoji nelinearna koordinatna 
transformacija

у = У + b(y,z), z = z 
koja funkciju II(x) transformišle u

1
П* = < Dy, у > + W(z), W(z) = Wk(z) + ..., к >, 2, (4.3)

gdje je D = diag (ол2, ..., w2n_m). Lako se pokazuje da je 
b(x) = bj_i(x) + ...

gdje su b,(x) vektorske forme stepena i. Očigledno je
П = П* (y=b(y=0,z),z),

odakle, s obzirom na pretpostavke teoreme 2, slijedi

* 1
Пг(г) -i- ... = ’ — < Dc(z),c(z) > + W8(z) т ..., (4.4)

gdje je
c(z) = b(y=0,z) = cp(z) + .... p > j — 1.

Ako je 2p < r, onda je s = 2p i prema (4.4)

1
Ws = - 2 * < Dcp(z),Cp'(z) > ,

a ako je 2p = r, biće

W8 = — —“ < Dcp(z),Cp(z) > + Пг(г).
2 A

Kada je r < 2p, onda je s = r i Ws = nr(z). Pošto prema pret- 
postavci teoreme 2 forma Пг nema lokalni minimum, a sem toga 
matrica D je pozitivno dfinitna, to u sva tri mogućna slučaja pr- 
va netrivijalna forma W„ funkcije W može da uzima negativne 
vrijednosti. Time smo pokazali da su zadovoljeni uslovi teoreme 1 
(k — 2, 1 = s), pa je ravnoteža x = 0 razmatranog sistema nesta- 
bilna.

5. Prethodni rezultati nestabilnosti ravnoteže lako se proširuju 
na Capliginove neholonomne sisteme. Zaista, diferencijalne jedna- 
čine oblika

d 3L dL
_dt‘ it - “r L" T<x’x) -n(x)- (51)

opisuju kretanje takvih sistema nezavisno od jednačina neholomnih 



Nestabilnost ravnoteže u analitičkom potencijalnom polju 141

veza (Nejmark & Fufajev (1967). ) Ovdje su: 2T — < A(x)x,x > 
pozitivno definitna kvadratna forma brzina x, dobijena iz kinetičke 
energije sistema eliminacijom zavisnih brzina pomoću jednačina 
neholonomnih teza; Г(х,х) — vektorska funkcija čije su komponente 
kvadratne forme nezavisnih brzina x (neholonomni članovi). Pošto 
je < Г(х,х),х > = 0, to jednačine (5.1) dopuštaju integral energije 
H = T(x,x) -t- П(х), ра se može primijeniti ranije izloženi postupak. 
Ako primijetimo da na dokaz teorema 1 i 2 ne utiču članovi iz 
Lagrangeovih jednačina koji su kvadratne forme generalisanih br
zina, s obzirom na strukturu neholonomnih članova u jednačinama 
(5.1), slijedi da teoreme 1 i 2 važe i za Capliginove neholonomne 
sisteme.

Na kraju, pretpostavimo da na razmatrani sistem sem poten- 
cijalnih sila dejstvuju i giroskopske sile G = B(x)x, B(x) — anti- 
simetrična matrica. Neka je

B(x) = Bq(x) + . .., q > 0
MacLaurinov red matrice B. Pošto je snaga giroskopskih sila jedna- 
ka null, to one ne mijenjaju mehaničku energiju, pa se opet može 
iskoristili postupak dokaza teorema 1 i 2. Pri tome, izraz (3.7) tre- 
ba dopuniti članovima koji potiču od giroskopskih sila. Lako se 
provjerava da ako giroskopske sile zadovoljavaju uslov:

q > [(1—2)/2],

ocjena (3.6) ostaje da važi. Prema tome, teoreme 1 i 2, uz dopunski 
uslov q >[(1—2)/2], daju kriterijume nestabilnosti ravnoteže giro- 
skopskog Capliginovog sistema.
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Ранислав Булатович

НЕУСТОЙЧИВОСТЬ РАВНОВЕСИЯ В АНАЛИТИЧЕСКОМ 
ПОТЕНЦИАЛЬНОМ ПОЛЕ

Резюме

Исследуется неустойчивость равновесия голономных механических 
систем в силовом поле с потенциалом вида 

1—1
П(х) = 2 П1(х) + П|(х) + ..., к > 2, х Rnк

1—1
где 2 Hi(х) > 0. Прямым методом Ляпунова доказываются тледующи 

п
утверждения.

Теорема 1. Если выполнены предположения 
1—1

(а) 2 (1—i) П1(х) > 0.к
б) существует единичний вектор е с R, такой, что П1(е) < 0 и 

1—1
2 Пј (ue) = о для каждого u е R;к

то равновесие х = 0 неустойчиво.
Теорема 2. Если Пј(х) > 0 и первая нетривиальная форма разложе

ния функции П(х) на плоскости,л. =• {х: Д»(х) = 0) принимает отрица
тельные значения, то равновесие X 0 неустойчиво.

Из этих теорем вытекают некоторые известные результаты (Laloy 
(1979), Козлов (1986), Peiffer (1989). Показано, что теоремы 1 и 
2 распространяются на неголономные системы Чаплыгина.

Napomena; Rad је urađen u okviru projekta OSI—263 Saveznog ministarstva 
za razvoj, nauku i životnu sxedinu.




