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NEKI ASPEKTI TEORIJE POTENCIJALA,
VIZUALIZACIJA, VARIJACIONI
RACUN I PRIMENE

Sazetak. Deo teksta je preuzet iz [12]. Glavna tema rada je varijacioni ra¢un
i veza sa stacionarnim tackama funkcionala i parcijalnim jednac¢inama kao i
primena u drugim naukama. Parcijalne jednacine i posebno jednacine mate-
maticke fizike opisuju mnoge pojave iz realnog sveta. Korisno je primetiti da
se vedi deo teksta moze smestiti u zajednicki okvir: resenja eliptickih jednacina
drugog reda u zavisnosti od grani¢nih uslova, a kao primer navedeno je reSenje
Sinaijevog problema.

Rad je podeljen na nekoliko celina:

1. Prvo je dat kratak istorijski pregled ideja i pojmova sa motivacijama
iz realnog sveta. Navedene su izjave poznatih li¢nosti o matematici i raz-
matrani pojmovi: grani¢na vrednost, izvod, ekstremne vrednosti, stacionarne
tacke, doprinos razvoju funkcionalnog razmisljanja u vezi sa konveksnoséu i
jednodimenzionalnim kretanjem i inercijski sistemi (jedan zadatak sa PISA
testa u vezi sa pojmom konveksnosti), primene metoda vizualizacije na neke
matematicke probleme ... Modifikovan je Arhimedov pristup za izracunavanje
povrsine koju ogranicava parabola.

2. U Sekciji 2 dat je dokaz poznate nejednakosti Mihaila Petrovi¢a o kon-
veksnim funkcijama primenom metoda vizualizacije.

3. U tre¢em delu navedene su neke motivacije za matematicke teorije u
realnom svetu, posebno u fizici. Razmatrane su veze izmedu matematicke teo-
rije potencijala i potencijala u elektrostatici: stanje ravnoteze, teznja sistema
da zauzme polozaj minimalne energije, izoperimetrijske nejednakosti u vezi
sa kapacitetom, geometrijske nejednakosti koje ukljuc¢uju Geringov problem i
njihova veza sa logom Internacionalne matematicke unije, itd.

4. U cetvrtom delu razmatrani su Dirihleov princip i varijacioni ra¢un u
vezi sa minimalnim povrsima, harmonijska preslikavanja koja su stacionarne
tacke funkcionala energije i geometrijske nejednakosti.

Autor je pokusao pristupnu besedu [12](kao i ovaj rad) da prilagodi i ¢itaocima
(slusaocima) kojima matematika nije osnovna delatnost i da pokaze da problemi
kojima se bavi imaju motivaciju u realnom svetu. Takode, treba napomenuti da su
ideje uglavnom samo skicirane. !

1. KRATAK PREGLED ISTORIJSKOG RAZVOJA IDEJA, ARHIMEDOV PRISTUP I
POJAM GRANICNE VREDNOSTI I 1ZVODA

1.1. O matematici. Mozemo kao Gaus govoriti: ,,Matematika je kraljica nauka”,
i nadahnuto nastaviti ,, Pored jezika i muzike, matematika je jedna od glavnih obla-
sti stvaralastva”. Prava matematika je lepa i istinita. Najznacajniji rezultati u
matematici (trijumf ljudskog uma), sadrze ne samo istinu, nego i najveéu lepotu.

" Miodrag Mateljevi¢, Matematicki fakultet, Studentski trg 16, Beograd, Repub-
lika Srbija

! Izdavad je ogranicio veli¢inu teksta.
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Dobitnik Nobelove nagrade E. Vigner napisao je ¢uveni esej The unreasonable ef-
fectiveness of mathematics in the natural sciences iz koga navodimo: Cini se da
je za puno ,objasnjenje’ uspeha matematike potrebno vise od razumevanja jezika,
psihologije, strukture mozga i njegovog delovanja, nego Sto se u ovom trenutku moZze
zamisliti. Jos gore, $to za razvoj razumevanja mozda treba, zaista mora da treba,
nova vrsta 1 tip matematike. Ipak je vazno da analiziramo obim i ogranicenja ma-
tematike. Takode, razumno je da takva analiza treba da bude neophodan deo obra-
zovanja i razmatranja studenta matematike. Od kakve je koristi ucenik koji ne zna
takve stvari?

Postoje i druga misljenja o matematici (mozda realnija, ali takva razmatranja
izlaze iz okvira ovog rada). Na primer, Albert Ajnstajn je rekao: ,,Ukoliko se zakoni
matematike odnose na stvarnost, oni nisu sigurni, a ako su sigurni, oni se ne odnose
na realnost”.

Matematika ima viSestruki znacaj: vazna je u unapredivanju nauke i razumeva-
nju funkcionisanja univerzuma.

Takode bi trebalo da budemo svesni Sirokog znacaja matematike, i da se na-
preduje u primeni matematike spektakularnom brzinom. Matematika se odnosi na
obrasce i strukture, ona se bavi logickom analizom, dedukcijom (proces rezonovanja
kojim se iz jedne ili vie opstih izjava (premisa) dostize odredeni logicki zakljucak),
ra¢unanjem u okviru tih obrazaca i struktura. Matematicki obrasci se ¢esto koriste
u veoma razli¢itim oblastima nauke i tehnologije. Matematicki obrasci se mogu
koristiti da se objasne i kontrolisu prirodna desavanja i situacije. Matematika ima
prodoran uticaj na nas svakodnevni zivot i doprinosi bogatstvu pojedinca.

1.2. Kratko o odnosu matematike i stvarnosti i specificnosti matematicara.
Postoji veliki broj rasprava o odnosu matematike i stvarnosti. Kratko spomenimo
neka prirodna pitanja. Da li postoji pravougli trougao u realnom svetu? Ako po-
stoji pravougli trougao u realnom svetu, da li vazi verzija Pitagorine teoreme za
hiperbolicku ili euklidsku geometriju? Sta je prava linija u realnom svetu? Neki
fizicari smatraju da je prava linija putanja svetlosti i da svetlosni zraci skre¢u kada
prolaze pored Zemlje. Ovakva pitanja ne izucava matematika. U matematici se
definisu Rimanove mnogostrukosti i geodezijske linije (ali takvi objekti ne postoje
u realnom svetu). Matematika se primenjuje na modele i aproksimacije.

Sve nauke zajedno doprinose napretku znanja o realnom svetu. Smatramo da
ljudski um nikada nece razumeti realan svet potpuno.

Nase je glediste da pored drugih metoda i metod vizualizacije se moze koristiti
u procesu ucenja i razmatranja novih problema. U celom tekstu elementi metoda
vizualizacije su prisutni, a posebno u Sekciji 1 i 2 skiciramo neke probleme u kojima
primenjujemo ovaj metod. Vizualizacija je sposobnost, proces i proizvod stvaranja,
interpretacije, upotrebe i razmisljanja o slikama i dijagramima, u nasim mislima,
na papiru ili pomocu tehnoloskih alata, sa svrhom prikazivanja i prenoSenja infor-
macija; razmisljanje i razvijanje ranije nepoznatih ideja i unapredenje razumevanja
[14].

Postoje i posebne price o specificnosti matematicara. Ovde ¢e biti navedena
jedna u kojoj je autor ucestvovao:

Akademik M. Marjanovié¢ postavio je na sajt ¢lanak u vezi PISA? testa. Sa
kolegom M. Svetlikom objavio sam nekoliko ¢lanaka u vezi sa ovom temom. Jednoj

2Programme for International Student Assessment .
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elitnoj grupi studenata matematike (tre¢a godina studija) postavio sam zadatak sa
PISA testa u kome se voda uliva u posudu u obliku kupe. Ucesnici testa zaklju¢uju
da voda koja se uliva u posudu formira zarubljenu kupu. Setio sam se nekih situacija
iz sopstvenog iskustva: zamislite da ste zakacili dno (vrh) posude pomoéu kuke
za vratilo i ulivate tecnost. Tec¢nost ne ostaje u posudi zbog gravitacije. Mozda
matemati¢ari mogu da promene smer dejstva gravitacije. Sta znaéi posuda u obliku
kupe?

Prava kupa nastaje obrtanjem pravouglog trougla oko ose koja sadrzi jednu
njegovu katetu. Povrs kupe bez baze nastaje obrtanjem hipotenuze pravouglog
trougla oko ose koja sadrzi jednu njegovu katetu. Povrs kupe sa bazom nastaje
obrtanjem hipotenuze pravouglog trougla i jedne katete oko ose koja sadrzi drugu
njegovu katetu. Ako su BC' hipotenuza, a AB i AC katete pravouglog trougla ABC'
i ako rotiramo oko AC, tada je C teme, a AB polupre¢nik baze. Smatrao sam da je
posuda u obliku kupe bez baze postavljena tako da je teme C na podu i da kupasta
povrs nema bazu, tj. ima otvor kroz koji se uliva tecnost. Posle odgovora studenata
poceo sam da razmisljam. Mozda postoje i druge moguénosti.

Npr. probusite vrh (teme) posude u obliku kupe sa bazom, postavite bazu na pod
i ulivajte tecnost. Sada voda koja se uliva u posudu formira zarubljenu kupu (Slika
1). Cudni su putevi matematike (mozda postoje neke nadprirodne sile, vrhovne
aksiome).

Autor je sa M. Svetlikom objavio nekoliko radova u vezi sa PISA testovima i
metodikom nastave matematike.

SLIKA 1. Ulivanje tecnosti u posudu oblika kupe

1.3. Doprinos razvoju funkcionalnog razmisljanja u vezi sa konveksnoséu
i jednodimenzionalnim kretanjem i inerecijalni sistemi. U ovoj podsekciji
prikazujemo sadrzaj slajda M. Mateljevié and M. Svetlik [17].

Primer 1. Rezervoar za vodu ima oblik i dimenzije kao na slici. U pocetku rezer-
voar je prazan. Zatim je napunjen vodom, brzinom punjenja od 1 litra u sekundi.



80 Miodrag Mateljevié

1.0m

15m

Koji od sledeéih grafika prikazuje kako se wvisina nivoa vode menja tokom vre-
mena?
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1.4. Direktan problem. Pretpostavimo da se te¢nost (voda) uliva konstantnom
brzinom u rezervoar oblika rotacione povrsi. Takode, pretpostavimo da taj proces
pocinje u trenutku ¢ = 0 i zavrsava se u trenutku ¢ = 7', kada je rezervoar u pot-
punosti napunjen.

Razmotrimo zavisnost visine nivoa vode u rezervoaru od vremena. Ako sa h(t)
obelezimo visinu nivoa vode u trenutku ¢, funkciju h : [0,7] — R nazivamo funkcija
visine (height filling function).

Neka je H > 0 i neka je data funkcija r : [0, H] — R, sa slede¢im osobinama:

(rl) r je neprekidna na [0, H] i
(r2) r(xz) > 0 za x # 0.
Rotacijom krive
¢ ={(0,9) :y € [0,r(0)]} U{(z, r(2)) : x € [0, H]}
oko z-ose dobijamo povrs o;..
Postavimo rezervoar tako da njegova osa rotacije bude u vertikalnom polozaju i

kroz gornji deo sipajmo tecnost konstantnom brzinom vy (u jednakim intervalima
vremena uliva se jednaka zapremina tecnosti).

SLIKA 2. Generatrisa rezervoara i rezervoar

Pokazuje se da funkcija h ima sledece osobine:
(h1) h je strogo rastuca i neprekidna na [0, T7;
(h2) h(0) = 0;

(h3a) A je neprekidno diferencijabilna na [0,7] i za svako ¢ € [0,T] vazi h'(t) > 0

(ako je r(0) # 0)

ili

(h3b) h je neprekidno diferencijabilna na (0,77, th%1+ h(t) = 4oo i za svako
—

t € (0,7 vazi h'(t) > 0 (ako je r(0) = 0).

Dalje vazi
| O )
P Y 10)
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Koriséenjem poslednje formule, koja vazi ako je r diferencijabilna, dobijamo:
Ako je r rastuca, onda je ' > 01 h” <0, odnosno h je konkavna na (0, 7).
Ako je r opadajuca, onda je r’ < 01 h” >0, odnosno h je konveksna na (0, 7).

1.5. Obratan problem. Razmotrimo da li vazi obratno tj. ako je data funkcija h
sa osobinama (h1),(h2) i (h3a) ili (h3b), da li postoji funkcija r sa osobinama (rl)
i (r2) takva da je funckija h funkcija visine koja odgovara rezervoaru o, u koji se
uliva te¢nost brzinom vg?

Odgovor:
r(z) =, /ﬁ, z € [0, h(T)).

1.6. Uopstenje obratnog problema. Neka je h: [0,7] — R funkcija sa sledeéim
osobinama:
(chl) A je neprekidna, konveksna i strogo rastuca na [0, T7;
(ch2) h(0) = 0;
(ch3) R/ (0) > 01 A (T) < +o0.
Da li za ovu funkciju postoji rezervoar takav da funckija h bude funkcija visine za
taj rezervoar ako se u njega uliva tecnost konstantnom brzinom?
Odgovor: Da, postoji ako prosirimo klasu rezervoara.

SLiKA 3. Funkcija visine i generatrisa rezervoara
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SLIKA 4. Generatrisa rezervoara i rezervoar

SLIKA 5. Funkcija visine i generatrisa rezervoara
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SLIKA 6. Generatrisa rezervoara i rezervoar

Primer 2. Neka je

tada je odgovarajuce
- Vo 1
Vor Yo

Primetimo da funkcija h nezadovoljava niti uslov (h3a), niti uslov (h3b), niti uslov
(ch3). Sledstveno, odgovarajuéi rezervoar bi imao dno beskonacne povrsine, ali
konacénu zapreminu.

r(z)
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1.7. Jednodimenzionalno kretanje. Razmotrimo kretanje materijalne tacke duz
prave linije (jednodimenzionalno kretanje).

Postoje dve moguénosti: materijalna tacka se sve vreme kreée u jednom smeru
ili menja smer kretanja.

Funkcije kojima opisujemo kretanje:

) pozicija u trenutku ¢ (position function);

) predeni put do trenutka ¢ (path function);

) = 2/(¢) brzina u trenutku ¢ (velocity function);

a(t
s(t
v(t

(t) = s/(t) apsolutna vrednost brzine u trenutku ¢ (speed function);
a,(t) = v'(t) ubrzanje u trenutku t (vector acceleration function);

ay(t) = u/(t) brzina promene apsolutne vrednosti brzine u trenutku ¢ (path accele-
ration function).

e

Position(z) Velocity(v) Vector acceleration (a.)
|
i
'
h
N - ) . T
1
]
Path(s) Speed(u) Path acceleration(a. )
i
i
i
i
A :
1 T2 Time(t)
! 1
i
| '
] T2 y
| T/ Time(t) | '“Time(t)

SLIKA 7. Funkcije kojima je opisano kretanje

Porast visine nivoa tecnosti u rezervoaru mozemo videti kao jednodimenziono
kretanje tecnosti duz ose rotacije rezervoara.
Pri tome vazi:

2(t) = s(t) = h(2),

v(t) =u(t) = h'(t)

a,(t) = au(t) = h'(t).
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1.8. Primeri, elementi vizuelnog pristupa.

Primer 3 (Kretanje kuglica). Na kompjuterskom igralistu u obliku pravougaonika
ABCD wu datom momentu t = tg pocéne da se kreée neki broj malih figurica (igraca)
istom brzinom 1cm/s paralelno sa stranicama AB = CD = 10cm u oba smera.
Kada neka figurica stigne do stranica BC' ili AD uklanja se iz igre. Ako se figurice
sudare, onda samo promene smer kretanja.

Da li ée posle 10s igraliste biti prazno?

Numerisimo figurice u datom momentu t = tg i posmatrajmo njihovo kretanje
na dva identicna pravougaonika R i Ry.

Na pravougaoniku R simulirajmo kretanje da izbegnemo sudare, a na pravouga-
ontku Ry simulirajmo kretanje tako da ako se figurice sudare razmenimo njihove
brojeve. Ouvaj proces vizualizacije daje jednostavno resenje.

U svakom momentu isti brojevi zauzimaju iste pozicije na pravougaonicima,
otuda igraliste ce biti prazno posle 10s.

U toku mog izlaganja na nauénom simpozijumu (1-4. novembar 2022), M. Mar-
kovié je postavio pitanje da li se zadatak moze resiti metodom matematicke induk-
cije. Interesantno je da ovaj metod daje jednostavno resenje.

Primer 4. Na beskonacnom putu nalaze se ucenik A i B, koji ne vide jedan drugog.

Uéenik A napravi dva koraka dok uéenik B napravi jedan korak. Da li ucenik A
moZe da stigne ucenika B?

Up: Neka se u pocetnom momentu A nalazi u kordinatnom pocetku O i neka je
rastojanje izmedju A i B jednako d koraka; neka se krece oscilatorno i broji ukupan
broj koraka. Kada se nade u koordinatnom pocetku ako je do tada presao 2n koraka
neka predje jos 4n koraka u istom pravcu i onda promeni smer kretanja. Za to
vreme B prelazi (2n + 4n)/2 = 3n koraka; za dovoljno veliko n, 4n > d + 3n.

Neka je presao 2ny, od pocetka do momenta kada se k put ponovo vrati u kordi-
natni pocetak; za dovoljno veliko k, 4ny > d + 3ny.

Primer 5. Na beskonacnoj kvadratnoj mrezi nalaze se pauk i muva. Kreéu se
naizmenicéno tako sto pauk napravi dva koraka dok muva napravi jedan korak. Korak
je prelazak sa jednog ¢vora mreze na susedni ¢vor. Pauk moZe da vidi horizontalno
i vertikalno.

Da li pauk moze da stigne muvu?

Uputstvo. Neka se u pocetnom momentu pauk P nalazi u koordinatnom pocetku
O i muva m ima koordinate (my,ms); zamislimo da je my projekciju muve na x-
0st i razmotrimo pomoéni problem: Da li pauk moZe da stigne projekciju muve na
x-081¢ Napomenimo da pauk ne vidi projekciju muve na x-osi, sem ako se muva
nalazi na r-osi.

1) Na osnovu Primera 4, posle konacno koraka P stiZe projekciju muve (neka
je rastojanje izmedu njih u tom momentu dy) i onda nastavlja da se krece
vertikalno duz pravca Ly u smeru prema muvi.

2) Posle konaéno koraka P stize projekciju muve na pravave Ly (neka rasto-
jange izmedju njih u tom momentu da).

Na osnovu Primera 4, posle konacéno koraka P stiZe projekciju muve (neka je
rastojangje izmedu njih u tom momentu dy) i onda nastavlja da se kreée vertikalno
duz pravea L1 u smeru prema muvi. Onda nastavlja da se kreée horizontalno duz
pravea Lo prema muwvi; proveriti dy > ds, itd.
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Primer 6 (Povrsina kupe i torusa). Povrsina kupe je P = 7rs, gde je s duZina
izvodnice, a v poluprecnik.

Zasto se kupa moZze razrezati a zatim ,razviti’ u ravni u kruzni isecak duzine luka
I = 27r polupreénika R = s? Ovaj proces vizualizacije treba objasniti.

U analizi 2 definiSemo povrSinu povrsi npr. u 3-prostoru.

Neka je povrs S zadata jednacinom z = f(x,y), (x,y) € D, gde je D dopustiva
oblast i f € CY(D).

Tada je

P:/ V1 +p2 + ¢2dxdy,
D

gde jep=01f iq=0af.

Npr. rotacijom duzi z = kx, 0 < x < r, oko z-ose dobija se kupa z = k/x2 + 32,
(xz,y) € By, gde je B, krug.

Ako je h visina kupe, a s duZina izvodnice, dobija se

h=kr,s>=r>+h2 V1+k2=s/r, i

V1+p2+ @2 =V1+k%=s/r. Otuda

P:/ V14 p? + @2dedy = /1 + k2r? = 7rs .
B,

Neka je kupa K zadata sa z = k\/2% + y? i neka je kruznica C, presek kupe i
ravni z = r. Da li je C,. geodezijska linija na K ?

Poursina zarubljene kupe je P = 7w(r + R)s.

Neka kupa Ky sa temenom A ima izvodnicu duzine s1, a R polupreénik i neka
kupa Ko sa temenom A, koja je deo kupe K1, ima izvodnicu duZine ss, a v polu-
precnik i neka je

P1 :7TR51, P2 = Trss, S1 = S+ Sa, 81/82 :R/T;:k‘,’

otuda s = (k — 1)so, Rsy = k*rsq i

P=P —Py=n(k?—1)rsg = n(k+ 1)rs = 7(r + R)s.

Torus je obrtna povrs koja se dobija rotacijom kruznice u trodimenzionom pro-
storu oko ose komplanarne sa tom kruznicom i nema zajednickih tacaka sa njom.

Na primer, u zz—ravni data je kruznica Ky: (x — R)? + 22 = r%2. Rotacijom
kruznice oko z-ose dobijamo torus. Torus lako definiSemo u parametarskom obliku.
Neka je M tacka na torusu i v ugao izmedu vektora RM i x—ose. Ako je v fik-
sirano tacka M opisuje kruznicu K, poluprecénika R’ = R + rcosv. Projekciju
K7 kruznice K, na xy—ravan opisujemo na uobicajen nacin pomocéu parametra
w: © = R'cosu i y = R'sinu. Otuda x(u,v) = (R + rcosv)cosu, y(u,v) =
(R + rcosv)sinu, z(u,v) = rsinv gde su u,v parametri (u intervalu [0,27)), R
rastojanje od sredista cevi torusa do sredista torusa r poluprecnik cevi torusa.

Poursina torusa jednaka je

P = 47%Rr = (27r) (27R)

Zapremina torusa jednaka je
V =2rRr? = (mr?) (27R) .

Neka je Ky kruznica koja se dobija rotacijom tacke (r,0,7) oko oko z-ose. Ks
se opisuje jednacinom x? + y*> = R?, z = r. Formula za povrsinu torusa navodi na
pomisao da se torus moze razrezati (npr. duZ kruznica Ky i Ko) a zatim ,,razviti”
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u ravni u pravougaonik sa stranicama 27r i 2w R. Da li je preslikavanje f(M) =
(Ru, rv) izometrija?

Primer 7. Neka je kugla sladoleda dijametra d = 4cm i kornet u obliku kupe ¢ija
je baza dijametra dy = 4cm 1 visine H = 10cm. Kada se kugla istopi koji deo
zapremine korneta zauzme?

Razmotriti slucaj d > d; .

Kako je Vo = 47R3/3 i Vi = wR?/3, dobija se Vo/Vi = 4R/H. Otuda za
R = 2cm, nalazimo Vo /Vy, =4R/H = 8/10 = 0,8. Dakle, odgovor je 80%.

Objasniti da ako se kugla stavi prirodno na kornet sladoled ne curi van korneta.

Nekaje H>R>0,0<hi<H,0<ri <R, M= (—T’l,hl), N = (Tl,hl), K
kruznica sa sredistem u P = (0, H) i polupreénika R, O presek tangenti ly i ls na
K kroz M i N, A presek |y sa x = —R i B presek ly sa x = R. Rotacijom trougla
OAB i K oko y-ose dobija se sfera koja tangira kupu.

1.9. Arhimedov pristup. U geometriji se definise povrsina figura kao $to su tro-
ugao, pravougaonik i mnogougao. Ako imamo neku figuru koja se moze rastaviti
na konacan broj trouglova (takve figure nazivaju se elementarne), tada je njena
povrsina jednaka zbiru povrsina trouglova (aditivnost povrsine).

Za pozitivnu funkciju f : [a,b] = Rt = {z > 0} definiemo ordinatni skup nad
[a,b] sa Ord(f) = {(z,y) :a <z <b,0<y< f(x)}.

Prirodno je postaviti sledec¢e pitanje:

i) Arhimedov problem. Sta je povrsina P figure ordinatnog skupa funkcije
y = x2 nad [0, 1] (povréina parabole)?

ii) Ili, uopste, sta je povrsina skupa Ord(f) pozitivne funkeije
fila,b] = RT?

Kako ordinatni skup parabole nije elementaran i ne moze se rastaviti na konacan
broj trouglova, potrebno je prvo definisati pojam povrsine za ovakve figure.
Ako smo familijarni sa integralima, mozemo dati jednostavan odgovor za Arhi-

medov problem:
1 3
P= / 22dx = r
0 3

Pokusajmo da objasnimo rhimedovu ideju za izracunavanje povrsine parabole.
Arhimed nije, naravno, znao integrale, ali ideja koju je primenio vodi definiciji inte-
grala. Pokusajmo da rekonstruiSemo Arhimedov pristup, koristeéi pojam grani¢ne
vrednosti. U vreme kada je Arhimed radio, nije postojao jasan pojam limesa, ali
je razmatranja koja slede obrazlozio tada dostupnim metodama.

1

=0

k
Podelimo interval [0, 1] tatkama z = —, 0 < k < n. Neka je Py pravougaonik
n
[Tk—1, 2] X [0, f(zk)] i

(11) Sp = Z f(xk)(xk - xkfl)'

k=1
.. 1 . . .. .
Pokazimo da S,, — 3 kad n — oo, tj. da je povrsina figure ordinatnog skupa

1
funkcije y = 22 nad [0, 1] jednaka 3
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Iz (1.1) sledi

CC 21 1
- Z ﬁ n$7
k=1
n
gde je T), = ZkQ.

k=1
Kako je
n(n+1)(2n+1)
Tn fm —6 5

b 1 1
an ”,gdejean:(l—i—f) ibn:(2+7).
6 n n

Kako — — 0, na osnovu pravila za limes zbira i proizvoda, zaklju¢ujemo a,, — 1,
n

nalazimo S,, =

1
b, — 21 a,b, — 2. Dakle, S,, tezi ka 3 kada n tezi oo

Po analogiji mozemo pokusati da izra¢unamo povrsinu kruga i zapreminu lopte.

1.9.1. Zapremina piramide. Zapremina piramide P ¢ija je baza B i visina h jednaka
jeV = %h|B |
Neka je baza B piramide P u ravni z = h, h > 0, a vrh u koordinatnom pocetku
i neka je B(t) presek piramide sa ravni z = t. Tada je |B(¢t)| = E‘B| Koristec¢i
integrale, nalazimo V' = /Oh |B(t)|dt = h=> /Oh t2dt. Otuda je V = %h\BL
Pokusajmo da sledimo Arhimeda:

k
Podelimo interval [0, h] tackama z, = h—, 0 < k < n. Neka je By = B(zy), Dg
n

projekcija By na xy—ravan, Cy prizma Dy X [zp_1, 2x] 1

Vi = Z\Ck Z|Dk\(zk—2k—1)-

k=1

i

S|

Kako je zx — zp—1 =

22 k2
Dil=2EBl=(2) |B
il = 21 (n) 181,

nalazimo

k=1

- 1
gde je T, = Y _k?. Otuda V;, — Vo, gde je Vp = 5h|B| zapremina piramide.
k=1
Teorija integrala, preko tablice, daje nam gotove rezultate tako da ne treba da

racunamo komplikovane limese nizova. Drugo je pitanje da li i koliko razumemo
teoriju.

Dalji razvoj Arhimedove ideje omogucéava da izra¢unamo povrsine kupe, pira-
mide i torusa. Takode, mogu se razmatrati pojam integrala i primitivne funkcije
kao i nejednakosti vezane za obim i povrsinu figura (izoperimetrijski problem).
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1.10. Izvod funkcije. Izvod funkcije jedan je od osnovnih pojmova infinitezimal-
nog racuna i zasniva se na pojmu grani¢ne vrednosti funkcije u tacki. Nastao je
u 17. veku u vezi sa problemima u matematici i fizici (na primer, da se definisu
tangenta, trenutna brzina, itd.), a ima znacajne primene u matematickim naukama,
fizici, ekonomiji, itd.

Rasprava izmedu Njutna i Lajbnica oko toga kome treba pripisati otkric¢e izvoda
pocinje 1699. godine, a kulminaciju dostize 1711. godine. Njutnov argument je da
je na pojmu izvoda poceo da radi jos 1666. godine, medutim, svoja istrazivanja
nije objavio sve do 1704. godine. Kasnije postaje jasno da su Njutn i Lajbnic dosli
do istog rezultata, koristeci razlicitu notaciju i ispitujuéi razlicite probleme. Tokom
godina su ucenici sa obe strane iznosili nove argumente, ali rasprava o prioritetu
nikada nije razresena, pa se obojici nauc¢nika pripisuje zasluga za konaéno formiranje
i povezivanje pojmova integrala i diferenciranja.

Potreba za izvodom funkcije javila se prilikom pokusaja da se pronade univerzalni
nacin za odredivanje tangente krive u geometriji i brzine kretanja u mehanici.

Vrednost koli¢nika promene predenog puta i promene vremena je srednja brzina.
Trenutna brzina je grani¢na vrednost kolicnika promene puta i promene vremena,
kada promena vremena tezi nuli. Ako posmatramo kretanje na pravolinijskom
putu i sa x oznac¢imo predeni put za vreme ¢, u tz-koordinatnom sistemu kretanje
mozemo predstaviti pomoéu funkeije x = x(t) (koristi se i oznaka = = s(t)). Brzina
u tacki tg je izvod funkcije x = 2(t) u tacki ¢y (oznaka v = 2’(tg) u fizici se koristi
i2(tg)), a k = a'(to) je koeficijent pravca tangente.

Ubrzanje je promena brzine po vremenu.

Dakle, ubrzanje pokazuje koliko ,,brzo” se menja brzina posmatranog tela ili
Cestice. Stoga, ubrzanje a je prvi izvod brzine po vremenu, odnosno drugi izvod
polozaja po vremenu, tj. vazi a = 0 = §.

Izvod funkcije f(z) u tacki a se definise kao:

(@) = f(@)oee = lim LOFAD = flA)

Axz—0 Ax ’

ukoliko limes postoji. Inace, izvod u datoj tacki ¢ mozemo shvatiti i kao linearni
operator, koji aproksimira funkciju u okolini tacke a:

flx)=fla)+ f'(a)(z —a) + o(z —a), = —a.

Ako je f = f(x1, 2, ..., ) funkcija vise promenljivih i a = (a1, ag, ..., ay), funk-
ciji f pridruzimo funkciju jedne promenljive g(t) = f(t, aa, ..., an).

Vrednost ¢'(a1) nazivamo parcijalni izvod funkcije f po promenljivoj z1 u a i
oznacavamo sa Di f(a). Gradijent funkcije f u tacki a oznacavamo i definisemo sa
Vf(a) = (Dif(a),..., D, f(a)).

Postupak pronalazenja izvoda funkcije se naziva diferenciranjem. Diferenciranje
je proces obratan u odnosu na integraciju.

Ako su vrednosti funkcije realni brojevi, tacke lokalnog minimuma i maksimuma
se zajedno zovu lokalni ekstremi.

Tacka xg sa osobinom da je f’(x¢) = 0 naziva se stacionarna tacka.

1.10.1. Brzina i ubrzanje. Za ilustrovanje pocetnih veza izmedu matematike i fizike
korisno je skicirati definicije pojmova — trenutna brzina i trenutno ubrzanje pomocu
pojma izvoda funkcije (koji je jedan od osnovnih pojmova infinitezimalnog rac¢una
i zasniva se na pojmu grani¢ne vrednosti funkcije).
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U fizici 1 tehnici ponekad se navodi ,,jednostavna” (neki kazu ,,fizicka” ) definicija
da je vektor veli¢ina koja ima intenzitet (nenegativna brojna vrednost), pravac i
smer (koji se u trodimenzionom prostoru mogu pokazati prstom).

Koriste se razni opisi vektora. Na primer, u srednjoskolskim udzbenicima ¢esto
piSe: ,,vektor ima intenzitet, pravac i smer”. Na fakultetima, u matematici, koristi
se apstraktna definicija: ,,vektorski prostor (VP) je skup ¢ije elemente nazivamo
vektorima (vektor je element VP)”. U realnom VP su definisane dve operacije:
sabiranje vektora i mnozenje vektora skalarom (realnim brojem), koje imaju osobine
koje odgovaraju pojmu vektora u realnom svetu.

U svakodnevnom govoru, re¢ brzina ¢esto oznacava samo vrednost (intenzitet)
brzine (speed). Nasuprot tome, u fizici re¢ brzina oznacava vektor brzine (velocity).
Pretpostavimo da razmatramo pravolinijsko kretanje cestice u jednom smeru.

Vrednost koli¢nika promene predenog puta i promene vremena je srednja brzina.
Trenutna brzina je grani¢na vrednost kolicnika promene predenog puta i promene
vremena, kada promena vremena tezi nuli. Dakle, ako posmatramo jednosmerno
kretanje na pravolinijskom putu i sa 2 oznac¢imo predeni put za vreme t (¢ oznacava
vreme, racunajuéi od nekog pocetnog trenutka ili polozaja), u ta-koordinatnom
sistemu kretanje mozemo predstaviti pomoéu funkcije x = x(t) (koristi se i oznaka
x = s(t)).

Kako da definisemo brzinu u odredenom momentu to? Ako je t > ty srednja
brzina na intervalu [to, t] je

2(t) = alto)

Upr = Up'r(tvt()) - 1 tO

,,Prava” brzina (trenutna brzina) u ¢y ne zavisi od vremenskog intervala jer se do-
bija, kako se to popularno kaze, njegovim zamisljenim skrac¢ivanjem na ,,beskona¢no
mali interval” oko odredenog trenutka tq.

Preciznije, ako postoji, grani¢na vrednost vy, (t, to) kada t tezi ¢y, naziva se brzina
ioznacava se sa v = v(tg). Dakle, brzina je izvod funkcije x = x(t) u tacki ¢y (oznaka
v =1a'(tg) u fizici se koristi i @(tp)).

Opétije, pretpostavimo da je kretanje materijalne tacke u nekom referentnom
sistemu (koje ne mora biti pravolinijsko) zadato sa 7 = 7(t), gde ¢t oznacava vreme,
racunajuéi od nekog pocetnog trenutka ili polozaja, a 7(t) vektor polozaja. Ako sa
s ozna¢imo funkciju s(t) koja je predeni put (duzina predenog puta) do trenutka ¢,
vrednost brzine je izvod puta po vremenu: v = s'(t).

Ako u trenutku ¢ tacka ima polozaj 7(t), ona ¢e se nakon vremenskog intervala
At pomeriti u polozaj 7(t + At). Promena polozaja (ili pomak) tacke tokom tog
vremenskog intervala je vektor A7 = 7(t + At) — 7(t), koji se dobija oduzimanjem
prvog vektora polozaja od drugog. Deljenjem vektora promene polozaja A7 sa
odgovarajuéim vremenskim intervalom At dobije se prosecni vektor brzine u tome
intervalu:

. AT
Upr = Ay

Da bi se dobio trenutni vektor brzine (krace: brzina), treba koristiti izvod (kao
i kod definicije intenziteta brzine): v = 7'(t).

Ubrzanje se moze definisati slicno kao brzina. Vrednost koli¢nika promene brzine
i promene vremena je srednje ubrzanje.

Trenutno ubrzanje je granicna vrednost koli¢nika promene brzine i promene vre-
mena, kada promena vremena tezi nuli. Dakle, ubrzanje pokazuje koliko ,,brzo” se
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menja brzina posmatranog tela ili ¢estice. Stoga, ubrzanje a je prvi izvod brzine
po vremenu a = v, odnosno drugi izvod polozaja po vremenu a = v = §.

U fizici je ubrzanje vektorska veli¢ina, izvod brzine po vremenu (koja je isto
vektor). U nekim situacijama, medutim, koristi se re¢ ubrzanje da oznaé¢i samo
intenzitet vektora ubrzanja, ako je iz konteksta jasno o ¢emu se radi, npr. kod
pravolinijskog kretanja.

Preciznije, oznac¢imo sa A¥ = #(ty) — ¥(t1) promenu brzine od trenutka ¢; do
trenutka to, a sa At = to —t; vremenski interval (proteklo vreme) izmedu ta dva
trenutka. Srednje ubrzanje na vremenskom intervalu [t1, 2] je

AU
apr = E

Nasuprot tome, ,,pravo” ubrzanje (trenutno ubrzanje) ne zavisi od vremenskog
intervala jer se dobija njegovim zamisljenim skra¢ivanjem na ,,beskona¢no mali in-
terval” oko odredenog trenutka. Postupak se uopste (u razlicitim primenama) na-
ziva grani¢nim prelazom i precizno definise pomocu pojma izvoda. Dakle, ubrzanje
je izvod brzine po vremenu:

—

L dv I AU
CT U T A AL

Simbol @ oznacava ubrzanje (a je prvo slovo reci akceleracija koja je latinskog
porekla), simbol ¥ oznacava brzinu; i jedna i druga veli¢ina su funkcije vremena
t (8to se podrazumeva, pa se ne mora eksplicitno navesti). Ubrzanje opisuje kako
se brzo i u kom smeru menja brzina u odredenom trenutku. Buduéi da je brzina
vektorska veli¢ina koja moze menjati i vrednost i smer, ubrzanje istovremeno opisuje
i jednu i drugu promenu. No, one se mogu razdvojiti tako da se zasebno razmatraju
tangencijalno i normalno ubrzanje.

Analiza kretanja u dinamici ¢esto polazi od Drugog Njutnovog zakona, koji (u
nerelativisticko]j aproksimaciji) glasi ,,suma sila jednaka je proizvodu mase i ubrza-

nja” (tj. Z F = md). Odatle se, iz sila koje deluju na materijalnu ¢esticu, jasno
dobija ubrzanje Cestice. Potom se iz ubrzanja, brzina ¢estice racuna integracijom:

t
17:1704-/ adt
to

gde je ¥y brzina u trenutku ¢y (tzv. pocetna brzina). Iz brzine se moze odrediti
jednaéina putanje ili predeni put. Ako se umesto materijalne tacke razmatra telo,
navedena razmatranja odnose se na kretanje njegovog centra masa.

2. VIZUALIZACIJA 1 MODELIRANJE MATEMATIKE

U ovoj sekciji je skiciran dokaz nejednakosti Mihaila Petrovica koris¢enjem vizua-
lizacije konveksnih funkeija. Pristup je zasnovan na radu [10] u kome je dat doprinos
razvoju funkcionalnog razmisljanja u vezi pojma konveksnosti. Interesantno je da
je klica ovog rada jedan zadatak visestrukog izbora iz PISA testa. Uopstavajudi
ovaj zadatak razmatra se veza izmedu oblika rezervoara za vodu (posude) u koji se
voda uliva konstantnom brzinom i grafika funkcije koja pokazuje kako se visina vode
u rezervoaru za vodu menja kao funkcija vremena. Ako u momentu ¢ ozna¢imo sa
h(t) visinu vodenog stuba onda h nazivamo funkcijom visine (ulivanja).
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Neka je posuda P, nastala rotacijom grafika funkcije x = r(z), 0 < z < H oko
z-ose i pretpostavimo da je negativna orijentacije z-ose u smeru teze i da je dno
posude u obliku kruga polupreénika ro = r(0).

U [10] je dokazano da se konveksna funkeija na [0, 7] moze interpretirati kao funk-
cija visine (ulivanja) u posudu koja ima oblik rotacione povrsi definisane pomocu
nerastuce funkcije r : [0, h] — R.
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2.0.1. Petroviceva nejednakost za konveksne funkcije.

Teorema 1 (Petrovi¢eva nejednakost za konveksne funkcije).
Neka je h : [0,00) — R konveksna funkcija i neka su ty,ta,...,t, pozitivni
brojevi. Tada vazi sledeca nejednakost

h(ty) + ...+ h(tn) < h(ty + ... +t,) + (n — 1)h(0).

Ponovimo, funkcija h se moze interpretirati kao funkcija visine punjenja posude
V', koja ima oblik rotacione povrsi P, gde je r : [0, h] — R nerastucéa funkcija.

Korak 1. Neka je hy = h(t1),...,hyp, = h(tn) 1 H = h1 + ... + hy,. Formirajmo
posudu V koja odgovara funkciji h i ¢ija je visina H (Slika 8).

hy

SLIKA 8. Posuda V koja odgovara funkciji h

Korak 2. Uzmimo n kopija posude V' (videti Sliku 9 za n = 3) i isecimo ih na
visinama hq, ..., h,. Time dobijamo posude Vi,...,V,, (Slika 10).

A1)

SLIKA 9. Tri kopije posude V
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A |

SLIKA 10. Posude Vp, Vo i V3

Korak 3. Tsecanjem delova baza ovih posuda, dobijamo novu posudu V' (Slika
11).

h:l

]l'_z

hy

SLIKA 11. Posuda V'

Korak 4. Pretpostavimo da u istom trenutku poé¢nemo da punimo obe posude V'
i V' (Slika 12). Kako je r : [0, h] — R nerastuéa funkeija, zapremine odgovarajuéih
delova posude V' manje su od zapremina odgovarajuéih delova posude V’. Stoga,
posuda V ¢ée se prva napuniti i otuda sledi Petroviéeva nejednakost (ostavljamo
¢itaocu da popuni detalje).

hy

ho

SLIKA 12. Posude V'iV
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2.0.2. Geringov problem. Navedimo samo jedan specijalni izoperimetrijski problem
(Geringov problem). Ovaj problem autor je resio i objavio 1975. godine (Uopstenje
je objavio 2015. godine.):

Teorema 2. Ako su v i vy ulancane krive w R® na rastojanju 1, dokazati da je
duzina svake od ovih krivih najmanje 2m.

Resenje ovog problema ima veze sa logom IMU ? (videti slike 13 i 14; takode,
videti i Borominov prsten).

SLIKA 13. Resenje Geringovog problema

SLikA 14. IMU logo

3. NJUTNOV ZAKON I KULONOV ZAKON

3.1. Njutnov zakon. Drugi Njutnov zakon glasi: ,Intenzitet sile koja pokrece
telo jednak je proizvodu mase tela i ubrzanja koje telo dobija delovanjem te sile”,
tj. F' = ma, gde je I sila koja pokrece telo i daje mu ubrzanje, m masa tog tela i a
ubrzanje koje telo dobija delovanjem te sile. Ubrzanje tela srazmerno je spoljasnjoj
sili koja deluje na telo i obrnuto srazmerno njegovoj masi. Smer ubrzanja je u
smeru ukupne sile koja deluje na telo.

3Internacionalna matematicka unija.
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Njutnov zakon o opstoj univerzalnoj gravitaciji ima slede¢u formulaciju: Svako
materijalno telo u Vasioni privlaci drugo telo silom koja deluje u pravcu prave koja
spaja tela (preciznije centre masa), intenziteta srazmernog proizvodu masa tela, a
obrnuto srazmernog kvadratu rastojanja. Dakle, intenzitet sile je

mims
Fy=G—3—,

r
gde je G univerzalna gravitaciona konstanta (po Gausu).

U nameri da damo precizniju formulaciju pretpostavimo da su x i y respektivno
sredista prvog i drugog tela, 7 = :@, r= |7\ medusobna udaljenost izmedu tela
(m), irg= 7/\7\ Oznag¢imo sa ?1 silu kojom drugo telo dejstvuje na prvo i sa

o silu kojom prvo telo dejstvuje na drugo . Tada je

?1 = *?2 =G- MFO,
r
gde je G univerzalna gravitaciona konstanta koja otprilike iznosi
6,67428 - 10~ 'Nm?kg 2, m; masa prvog tela (kg), my masa drugog tela (kg).

U literaturi se ponekad sila oznacava bez strelice i tvrdi da vazi
F = F) = F;, gde je F uzajamna sila privlacenja izmedu dva tela. Preciznije je
re¢i da su intenziteti uzajamnih sila privlacenja izmedu dva tela jednaki.

Tako, Danilo P. Raskovié¢ u svom udzbeniku Dinamika, iz 1948. godine, pise da
je ovaj Njutnov zakon gravitacije uneo mnogo poleta u nau¢na dokazivanja istina
o kretanju nebeskih tela i citira da se o njegovoj vaznosti najlepse izrazio velikan
nase nauke Milutin Milankovi¢: Tako se Njutnov zakon najvelicanstveniji $to ga
je ikad smrtni ¢ovek mogao da dokuci, pokazao kao opsti zakon prirode kome se
nike, iz 1998. godine, takode citira naseg genijalnog nau¢nika Milutina Milankovica
slede¢im recenicama: Njutnovim zakonom posta odgonetnuta hiljadugodisnja zago-
netka planetskog kretanja i nova saznanja sledovaSe, sama od sebe iz njega. Sve
nejednakosti kretanja planeta i Meseca ispoljise se kao prirodna posledica toga za-
kona, kao i jasni izraZaj medusobnog privlacnog dejstva tih nebeskih tela. Ne samo
da je tim priroda tih nejednakosti postala rastumacena: one su se mogle izracunavati
i pratiti © u proslost i u buducénost. Pokazalo se i za komete, ubrzo iza postavlje-
nja Njutnovog zakona, da on vaZi za sva nebeska tela bez izuzetka, dakle i izvan
Suncevog sistema. Precesija ravnodnevnica, koju je, kao Sto smo culi, prvi kon-
statovao Hiparhos, nasla je Njutnovim zakonom svoje potpuno razjasnjenje, a isto
tako kasnije opaZena rotacija Zemljine ose. I oblik nase Zemlje, a narocito njena
spljostenost usled rotacije dobi, w svim pojedinostima, mehanicko i geometrijsko
obrazlozZenje. To isto vaZi i za prastaro pitanje o postanku morske plime, koja se
pokazala kao neposredna posledica privliacnog dejstva Sunca i Meseca. Zahvaljujuci
ovom Njutnovom zakonu iznikla je jedna nova nauka - Nebeska mehanika.

Postoje razlike u metodama provere neke teorije u matematici i naukama koje
se bave realnim pojavama. Sa matematicke tacke gledista moze se postaviti pitanje
da li se masa definise pomocu sile i obrnuto (pomoéu Njutnovog zakona) i da li se
moze posti¢i napredak u vezi ovog pitanja.

Osvrnimo se kratko na razvoj nauke i nove teorije koje su se pojavile posle
Njutna.

a) Danas se smatra da Njutnovi zakoni vaze samo u klasi¢noj mehanici, gde
je brzina kretanja tela relativno mala u odnosu na brzine svetlosti, a masa tela
znatno veéa od mase atomskih delova (elektrona, protona i neutrona). U slucaju
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izuzetno velikih brzina, uporedivih sa brzinom svetlosti, ili izuzetno malih masa,
uporedivih sa masom atoma, pojavljuju se drugi efekti koji se precizno opisuju
zakonima kvantne mehanike i relativisticke fizike.

b) Teorija relativnosti koju je razvio Albert Ajnstajn (1905. godine) ne pri-
hvata pojam apsolutnog vremena, koji je na prvi pogled potpuno logican. Da bi
se uporedilo vreme izmedu dva dogadaja, koji mere dva posmatraca u razli¢itim
referentnim sistemima, potrebno je koristiti neki signal. Jedini mogudi nac¢in u re-
alnom svetu je upotreba svetlosnog signala. No kako je brzina svetlosti konstantna
i nezavisna od referentnog sistema, Ajnstajn je pokazao da vreme mora zavisiti od
referentnog sistema. Vreme je, a prema tome i pojam istovremenosti dva dogadaja,
relativno. Tretirajuéi vreme kao promenljivu ekvivalentnu prostornim promenlji-
vim, Ajnstajn je, sledeéi put na koji je ukazao Herman Minkovski, izgradio pojam
cetvorodimenzionog prostora — prostorno vremenskog kontinuuma. Geometriju ta-
kvog prostora odreduje materija, a gravitacija je samo posledica geometrije fizickog
prostora. Drugim rec¢ima, gravitacija je samo posledica ¢injenice da kontinuum
prostor-vreme nije ravan, nego zakrivljen. Cestica materije ubacena u svemir ne
bi se kretala po pravoj liniji, kako sledi iz Njutnove jednacine, nego po tzv. geo-
dezijskoj liniji, koja fizicki predstavlja (vremenski) najkraéi put izmedu bilo koje
dve tacke u svemiru. Svetlosni zraci takode se ne Sire pravolinijski, nego se i oni
savijaju u gravitacionom polju (gravitacijske lece).

v) U savremenoj fizici kvantna mehanika se primenjuje na mikronivou. Teorija
relativiteta i kvantna mehanika su dve fundamentalno razlicite teorije sa potpuno
razlicitim formulacijama i prema sadasnjem razumevanju nekompatibilne teorije
realnosti. Za razliku od teorije relativiteta, stvarnost na koju se odnosi kvantna
mehanika sac¢injena je od kvantnih skokova. Ishodi dogadaja nisu odredeni i opisuju
se pomocu verovatnoce. Kretanje subatomskih ¢estica nije neprekidno.

g) Teorija struna je prvi pokusaj da se ujedine ove dve teorije. Pogodno je u fizici
koristiti modele u kojima se najsitnije, elementarne ¢estice razmatraju kao bezdi-
menzione tacke u prostoru i predstavljaju pomocu koordinata. Obi¢no zamisljamo,
npr. elektron kao tacku bez unutrasnje strukture. Osnovna ideja teorije struna je:
sve te razlicite ,,osnovne” Cestice u standardnom modelu su samo razli¢ite manife-
stacije jednog osnovnog objekta strune. Supersitne strune su duzine od oko 1073°
metara (npr. proton je 100 milijardi puta veéi od tih struna). Po teoriji struna,
koja je nastala Sezdesetih godina, najsitnije, elementarne cestice (elektroni, kvar-
kovi, hadroni, bozoni, fermioni...) imaju prirodu jednodimenzionih struna. Na
primer, prema teoriji struna elektron je si¢usna petlja strune koja moze da osciluje
na razli¢ite nacine i da se ponasa kao foton ili kvark ili graviton. Univerzum je
sacinjen od elemenata koji vibriraju, ¢ije ponasSanje je slitno ponasanju zategute
zice u prostoru. Oscilovanje elementarnim Cesticama daje naelektrisanje, masu i
spin.

Mnogi teorijski fizicari veruju da je teorija struna korak napred u
shvatanju fundamentalnog opisa prirode, mada je eksperimentalno izuzetno tesko
proveravati predvidanja ove teorije. Istrazivaci u oblasti teorijske fizike proucavaju
matematiku na kojoj se bazira teorija struna i kvantna teorija polja. To ukljucuje
primenu najnovijih matematickih disciplina, kao $to je nekomutativna geometrija,
ali takode ukljucuje razvoj i proucavanje nove matematike koja je potrebna za dalji
razvoj teorije.
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d) O sustini Faradejevih ideja Maksvel pise: ,,Faradej je svojim misaonim okom
video linije sile kako prozimaju ceo prostor tame gde su matematicari videli centre
sila koji deluju iz daleka; Faradej je video medijum tamo gde oni nisu videli nista
sem odstojanja; Faradej je trazio sediste fenomena u realnim delovanjima koja se
prostiru kroz medijum, dok su se oni zadovoljavali da ga nadu u dejstvu na daljinu
kojem su podvrgnuti elektriéni fluidi”.

3.1.1. Kulonov zakon. Elektrostatika je oblast fizike koja proucava staticki elek-
tricitet ili naelektrisanje koje miruje. Postoji pozitivno i negativno naelektrisanje.
Nosioci pozitivnog naelektrisanja su protoni, a negativnog elektroni. Protoni i elek-
troni su nosioci najmanje koli¢ine naelektrisanja u prirodi i nazivaju se elementarna
naelektrisanja. Naelektrisanje protona obelezava se sa e (ili p*), a naelektrisanje
elektrona obelezava se sa —e (ili e7).

Privlacne elektri¢ne sile se javljaju izmedu pozitivno i negativno naelektrisanih
tela. Odbojne elektricne sile se javljaju izmedu istoimenih naelektrisanja. Na atom-
skoj skali, zbog principa neodredenosti kvantne mehanike, naelektrisana cestica
nema preciznu poziciju, ali je predstavljena raspodelom verovatnoce, tako da se na-
elektrisanje pojedinacne Cestice ne koncentrise u jednoj tacki, ve¢ se ,,razmazuje”
u prostoru i ponasa se kao prava kontinuirana distribucija naelektrisanja.

Za telo kazemo da je u ravnotezi (equilibrium) ako ne menja svoj polozaj u
odnosu na referentno telo, tj. ne kreée se u odnosu na njega. U matematickoj
analizi, grani matematike, izvod je mera kako (koliko brzo) funkcija menja svoje
vrednosti kada joj se ulazne vrednosti menjaju. Izvod krive u nekoj tacki predstavlja
koeficijent pravca tangente date krive u toj tacki.

Osnovna jednacina elektrostatike je Kulonov zakon, koji opisuje silu izmedu dve
tacke (naelektrisanih tela). Veli¢ina elektrostaticke sile izmedu dva naelektrisanja
je direktno proporcionalna proizvodu veli¢ina naelektrisanja i obrnuto proporcio-
nalana kvadratu udaljenosti izmedu tacaka koje su naelektrisane optereéenjima @

iQQi

o 1 Q2 7
4megr?
gde je g konstanta koja se naziva permitivnost vakuuma (dielektri¢na konstanta

vakuuma).

U elektrostatici elektriéno polje je narocito fizicko stanje u okolini naelektrisanih
tela i elektriénih optereéenja, koje se vidno manifestuje u pojavi mehanicke sile,
koja deluje na probno elektri¢no opterecenje uneto u polje. Ako se u prostor izmedu
naelektrisanih tela unese punktualno elektri¢no optereéenje ¢, koje je toliko malo
da se njegov uticaj na raspodelu elektri¢nih optere¢enja koja stvaraju polje moze
zanemariti, na njega ¢e delovati mehanicka sila ¢iji su intenzitet, pravac i smer
potpuno odredeni u svakoj tacki prostora. U jednoj tacki polja intenzitet sile je
srazmeran probnom optere¢enju dok pravac i smer ostaju nepromenjeni.

Pomenutu osnovnu manifestaciju elektri¢cnog polja, da dejstvuje mehanickom
silom na uneseno probno optereéenje, iskoristicemo za defininiciju kvantativne ka-
rakteristike polja, koju nazivamo jacina elektricnog polja. Jacina polja je vektor,
koji obelezavamo simbolom E i definiSemo kao koli¢nik mehanicke sile, kojom polje
dejstvuje na pozitivnu probnu koli¢inu elektriciteta, i same te koli¢ine elektriciteta:
E = F/q. Vektor jacine polja ima pravac i smer sile koja deluje na pozitivno
probno optereéenje, a intenzitet mu je brojno jednak sili koja deluje na jedini¢no
opterecenje.
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Podvucimo da postoji slicnost izmedu Njutnovog zakona i Kulonovog zakona.
Formule su analogne, masa igra ulogu naelektrisanja, a matematika koja se odnosi
na teoriju potencijala je ista i to moze da ima veze sa univerzalnim principima.

4. VARIJACIONI RACUN

Pronalazenje ekstrema funkcionala je slicno pronalazenju maksimuma i mini-
muma funkcija. Maksimumi i minimumi funkcije mogu biti locirani pronalazenjem
tacaka gde se izvod anulira (tj. jednak je nuli). Ekstremi funkcionala mogu se
dobiti pronalazenjem funkcija gde je funkcionalni izvod jednak nuli. To dovodi do
resavanja pridruzene Ojler - Lagranzove jednacine. Navedimo jedan poznat primer
iz istorije matematike. Plato je eksperimentisao sa sapunicom kako bi pokazao po-
stojanje minimalne povrsi sa datom granicom. Pogodno je formulisati odgovarajuéi
problem u sledecoj formi.

4.0.1. Platov problem. Odrediti funkciju z = f(x,y) zadatu na domenu D u ravni,
¢iji grafik minimizira povrSinu, uz pretpostavku zadatih vrednosti na granici do-
mena D. Koristeéi standardni argument u ra¢unu varijacija, moze se pokazati da
resenje Platovog problema (koje nazivamo minimalni graf z = f(z,y)) zadovoljava
nelinearnu parcijalnu diferencijalnu jednacinu

(L+ f2) foa = 2fafyfay + (L+ f2) fyy = 0.

Neka je G domen u ravni okruzen Zordanovom krivom C. Pretpostavlja se da
je Lagranzijan L(z,y,u,p, q) dovoljno glatka funkcija svojih pet argumenata i neka
jeu: G — R. Mi koristimo notaciju p = u, i ¢ = u,. Razmotrimo

J[u] :// L(z,y, u, ug, uy)dzdy.
G

Zat € Riv:G — R, uvedimo h(t) = J[u + tv]. Ako je v € CH(G) i v =0 na bG,
tada je

n'(0) = // (vLy, + vy Ly, + v, Ly)dzdy.
G

Pomocu parcijalne integracije dobijamo

W) = [[ ot = (L), = (L), )dzdy.
Otuda je
(4.1) Ly —(Lp)e — (Lg)y =0
i
(4.2) Ly — Ly — Lyg — Uy Lyp — tyLyg — Uge Ly — 2Ugy Lpg — tyyLgq = 0.
Izvedimo Ojler - Lagranzovu jedna¢inu za minimalnu povrs
L= Vit +

Neka je f: G — R. SaI'(f) = {(z,y, f(z,y)) : (z,y) € G} oznacavamo grafik
preslikavanja f. Razmotrimo 1-parametarsku familiju f* := f + tg i defini§imo
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AT(f)) = /G dA i A(t) = A(T(fY)), gde je dA = Adady i

A =,/1+4|Vf]2. Dalje nalazimo

A'(0) = f/ gdiv (%) dxdy
el A
i stoga div (%) = 0.

Otuda, kakgje AP =14 f2+ ny mi prvo nalazimo A A, = f; fox + [y foy 1 stoga
(L+ ) fow + (L4 f2) fyy — 2f e fyfay = 0.

Povrsina tecnosti se ponasa kao elasticna gumena membrana (opruga). Gene-
ralno, sistem pod uticajem sila krece se ka ravnoteznoj konfiguraciji koja odgovara
minimalnoj potencijalnoj energiji. Od svih tela zadate zapremine lopta ima naj-
manju povrsinu. Od svih zatvorenih povrsi zadate povrsine sfera sadrzi najveci
volumen i minimalnu povrsinsku potencijalnu energiju.

Nema kubnih kisnih kapi. Sila Fpr kojom povrsina tec¢nosti deluje na objekt
koji je u kontaktu s njom je direktno proporcionalna duzini L linije kontakta (ili
povrsini A podrudja kontakta ako je predmet povrs). Konstanta proporcionalnosti
~ naziva se koeficijent povrsinskog napona tecnosti. Dakle, vazi Fpr = yL. Stoga
se koeficijent povrsinskog napona moze izraziti u formi: v = Fp/L. Cvrstoéa
membrane varira za razliite te¢nosti, npr. mnogo je manje za sapunastu vodu
nego za ¢istu vodu. Na primer, ako ¢(z,y) oznacava pomeranje membrane iznad
domena D u ravni zy, tada je njena potencijalna energija proporcionalna njegovoj
povrsini:

Uly] = //D V1+ V- Vedz dy.

4.0.2. Dirihleov princip. Za male |[Vo|, V1 + Ve -V = /14 |Vp|? se aproksi-
mira sa 1+ |V|?/2.

Cesto je dovoljno razmotriti samo male pomake membrane, ¢ija energetska ra-
zlika od pocetnog polozaja se aproksimira integralom energije

(4.3) El¢]l = Eply] = %//D Vo - Vedrdy.

Ovde je L = p? + ¢*>. Kako je L, = Lyy = Ly = Ly = Ly, = 0 jednacina
(4.2) se svodi na Ly — tgeLpp — —UyyLeq = 0. Dalje, L, = 2p, Ly = 2q i stoga
Ly, = Lgq = 2. Otuda nalazimo Au := uy, + u,, = 0. Funkcije koje zadovoljavaju
poslednju jednac¢inu nazivaju se harmonijske.

Moze se koristiti i formula (4.1). Tada treba L, = 2p razmatrati kao L, = 2p =
2uy i Ly =2q = 2u,. Otuda (Lp)s = gy 1 (Lg)y = 2uyy.

Primetimo da se u fizici koristi notacija V2 = V -V za Laplasov operator A
(Laplasijan).

Ako je u glatka funkcija na domemu D C R", motivisani prethonim razmatra-
njima i formulom (4.3) definiemo

E[u]:ED[u]:/D|Vu|2dcc

i nazivamo integral energije preslikavanja wu.
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Razmatranja u ovoj sekciji prirodno dovode do sledeceg problema: minimizirati
funkcionale U i E medu svim probnim funkcijama f koje imaju zadate vrednosti
na granici bD.

Prvo éemo navesti Dirihlov princip za harmonijske funkcije.

Teorema 3 (Dirihleov princip). Pretpostavimo da je D domen u R™ i:
(a) g je neprekidna funkcija na D;
(b) g ima prve parcijalne izvode koji su neprekidni na D;
(v) integral energije funkcije g je konacan.
Ako je u neprekidna funkcija na granici D, harmonijska na D i ako je u = g na
granici D onda je
E(g) > E(u),

pri cemu se jednakost dostize ako i samo ako je u = g na bD.

5. TEORIJA POTENCIJALA I POTENCIJAL U ELEKTROSTATICI

Podvucimo da se razmatranja u ovoj sekciji odnose na 3D-trodimenzioni prostor.
O osnovama elektrostatike i elektromagnetike videti na primer u [15]. Neka je
e pozitivno naelektrisana cestica locirana u tacki y. Ako se naelektrisana cestica s
jediniénim naelektrisanjem nalazi u tacki z, po Kulonovom zakonu naelektrisanje

er
e deluje na jedini¢no naelektrisanje u z sa silom ?(x) = —5, gde je 7 = gﬁ i
r
r=|x—yl
Polje koje potice od naelektrisanja e je potencijalno polje, tj. postoji funkcija
e
[z =yl
takva da je ' = V. Funkcija ¢ se naziva potencijal. Ponovimo da vazi A =
divV =V - V.

Dajemo nekoliko posledica Kulonovog zakona. Posto je

Y=

1
A= =0,
T
. ~. . . . 1 . e 3 . .
imamo presudnu ¢injenicu da je — harmonijska funkcija u R%\ {0} i stoga divF = 0.
T
1
Interesantno da u smislu distribucija vazi A— = —4xd, pri cemu je 6 Dirakova
r
distribucija.

Otuda sledi da je elektrostaticko polje solenoidno. U vektorskom ra¢unu soleno-
idno vektorsko polje (poznato i kao nekompresibilno vektorsko polje, vektorsko polje
bez divergencije, ili popreéno vektorsko polje) je vektorsko polje v sa divergencijom
nula u svim tackama u polju:

V-v=0.

Sada razmotrimo sistem naelektrisanja ey, . .., e, koja se nalaze u tackama x4, ..., x,.
Ovom sistemu mozemo pridruziti polje sila (unoSenjem probnog naelektrisanja),
koje se moze smatrati Rimanovom sumom,

Z \xka\?’ (@ — )
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sa potencijalom

(5.1) pla) ==Y
o1 1T T Tk

Ako se dva provodnika proizvoljnog oblika opterete jednakim koli¢inama elektri-
citeta suprotnog znaka,

q1 = —q2 :Q7

u prostoru oko provodnika se formira elektriéno polje, a izmedu provodnika poten-
cijalna razlika

2
U:(plfgﬁgz/ Edl.
1

Linijski integral se moze uzeti po proizvoljnoj konturi koja spaja povrsi provodnika
koje su ekvipotencijalne.

Izmedu elektriénog optere¢enja kondenzatora, @, i potencijalne razlike U postoji
linearna zavisnost, Sto je direktna posledica linearnih odnosa koji vladaju izmedu
elektriénih optereéenja i potencijala. Ako se ukupna koli¢ina elektriciteta na nekom
provodniku poveca x puta, relativna raspodela optereéenja na njegovoj povrsini se
nece izmeniti, ve¢ ¢e se samo povrsinska gustina u svim tackama povecati x puta.
U istoj razmeri ¢e se povecati i potencijal. Odnos izmedu opterecenja i potencijalne
razlike izmedu elektroda kondenzatora je funkcija oblika, dimenzija i medusobnog
polozaja elektroda i naziva se kapacitivnost: C' = Q/U.

Neka je G naelektrisano provodno telo u R? u kom je ukupno naelektrisanje Q.
Ako je sistem u stanju ravnoteze, potencijal V' je konstantan u G.

Velicina C(G) = cap(G) = v naziva se kapacitet provodnog tela G. U nastavku

teksta je data matematicka definicija kapaciteta oblasti u R3.
Totalni rad kada se sva naelektrisanja premeste u beskonac¢nost je

(5.2) W = Z Wi = Z u@k(’l 2 Z |ml(’ie;k|

—x
<t 1M1 Wl k£l

Koristedi rezultate za potencijal naelektrisanja, mozemo dati odgovaraju¢e ma-
tematicke definicije.

Smatraéemo da je gustina naelektrisanja neprekidna i da konacne sume teze
integralu. Umesto raspodele naelektrisanja posmatra¢emo mere.

Ako je povrs S (odnosno oblast G) naelektrisana i A podskup na povrsi S (odno-
sno oblasti G) onda A sadrzi neku koli¢inu naelektrisanja ¢ = g(A). Dakle svakom
podskupu A dodeljujemo ¢ = ¢(A), koli¢inu naelektrisanja koju sadrzi. Opstije,
umesto naelektrisanja smatrac¢emo da imamo meru p koja ,,meri” podskupove od
S5 u(A) > 0.

Sa D¢ =R"™\ D oznatavamo komplement skupa D.

Motivisani formulama (5.1) i (5.2) definisemo:

i) Njutnov potencjial V# (predlazemo i oznake N[u] i I'[u]) mere p sa nosacem
u D kao konvoluciju:

Vi) =Tl /Ifc yl
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ii) energiju I(u) mere p sa:
1) = [ Vi@ = [ S dute)dnty)

Ako je E(z) = ﬁ, tada je V* = E % p konvolucija E i u. Vazi da je V* je
harmonijska funkcija na D"

Kada je sistem (telo G optereéeno naelektrisanjem () u ravnotezi, odgovarajuéi
potencijal ug se moze normalizovati tako da je ug jednako 1 na bG. Tada je ug = ug
on G¢, gde je ug harmonijska funkcija na G, neprekidna na G¢, koja je jednaka 1
na bG.

Interesantno je da je kapacitet skupa G povezan sa energijom harmonijske funk-
cije ug:

(5.3) 4mcap(G) = Eglug].

Pre nego sto skiciramo dokaz ove jednakosti, navodimo jedan dovoljan uslov za
reSenje spoljasnjeg Dirihleovog problema.

Ako je G ograni¢ena oblast sa glatkom granicom (preciznije Helderove klase C'1<)
postoji resenje spoljasnjeg Dirihleovog problema za neprekidnu realno vrednosnu
funkciju f na bG, tj. funkcija u = ug koja je neprekidna na R™ \ G, harmonijska
na G- =R"\ G, u= fnabG iu(z)tezi c kada z tezi co.

Sada mozemo dati matematicku definiciju kapaciteta pomocu varijacinog pro-
blema: Preciznije C(G) je infimum E(p) preko familije svih pozitivnih mera p za
koje N[u] > 1 na G. Podvucimo kako je V# = —4rp i kako V* ima kompaktan
nosac na osnovu parcijalne integracije, dobijamo

(5.4) E(VH) = - /R VEAVHdz = 4w E(p).

Ako oznatimo potencijal V*# sa u(x) i primetimo da funkcija u(z) ima kompaktan
nosac, dolazimo do sledeée definicije:

E
C(G) = cap(G) je infimum % preko familije svih funkcija v € CL(R™) (ili
™
u € C§°(R™)) za koje je u(x) > 1 na G.
Otuda, jednakost (5.3) sledi na osnovu Dirihleovog pricipa.
Primetimo da formula E[u] = 47E(u) daje jos jedno objasnjenje zasto Flu]
nazivamo integral energije.

5.1. Tomsonova teorema. Na osnovu elektrostatickih razmatranja zaklju¢ujemo
da elektrostaticka ravnoteza znaci da ne postoji neto protok elektri¢nog naelektrisa-
nja ili da nema struje. Ovde ¢emo proucavati svojstva provodnika u elektrostatickoj
ravnotezi.

1. Elektriéno polje unutar provodnika je nula u elektrostatickoj ravnotezi.

2. Bilo koja neto naelektrisanja na izolovanom provodniku nalaze se na nje-
govoj povrsi.

3. Svaka tacka na povrsini provodnika u elektrostatickoj ravnotezi je na istom
potencijalu — povrs je ekvipotencijalna.

Zeleli bismo da razmotrimo Tomsonovu teoremu sa matematicke tacke gledista.
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Postoji analogija izmedu raspodele naelektrisanja, elektrostatickog potencijala,
elektrostaticke energije elektricnog polja, respektivno i mere, Njutnovog potencijala,
energija mera itd.

Teorema 4 (Tomsonova teorema). Za raspodelu naelektrisanja, za koju su obe
povrsi provodnika ekvipotencijalne, elektrostaticka energija elektricnog polja je mi-
nimalna.

Umesto dva provodnika mozemo razmatrati n-provodnika koji su ogranic¢eni
povrsima S; optereéeno sa datim naelektrisanjima ¢;, ¢ € {1,2,...,n}.

U ovoj situaciji Tomsonova teorema tvrdi: Za raspodelu naelektrisanja, za koju
su sve pouvrsi provodnika ekvipotencijalne, elektrostaticka energija elektricnog polja
je minimalna.

Na seminaru za analizu pokazali smo da je ovaj rezultat posledica Dirihleovog
principa i dobili dalje rezultate.

5.2. Karlemanov rezultat. Neka je F C D i A = D\ F topoloski prsten u C.
Ako je S; = area(D) i Sy = area(F) tada je

Ovaj rezultat se moze iskazati i u sledec¢oj formi:

Teorema 5. Medu svim topoloski prstenastim domenima u ravni sa datom povrsinom
,,rupa”, domen ogranicenog sa dva koncentricna kruga daje najmanju vrednost za
cap(D, F).

Za vise detalja o rezultatima prikazanim u ovoj podsekeiji videti [8]. Na osnovu
Zordanove teoreme znamo da prosta zatvorena Zordanova kriva v u ravni deli ravan
na dve oblasti. Oznaé¢imo sa Int(y) ogranicenu komponentu.

Neka su g i 71 dve proste zatvorene Zordanove krive u ravni i neka je Do C Dy
i A= D1\ Dy, gde je Dy :=Int(v) i D1 := Int(y1).

Interesantno je da su modul i kapacitet prstena jednaki, tj. vazi

cap(A) = M(A) = da(y0, 1),

gde je M(A) modul A ida(v0,71) je ekstremalno rastojanje izmedu 4o i y1 u A.
Mekmulen je dokazao verziju Karlemanovog rezultata sa M (A) (Milnor [13] ko-
risti naziv Mekmulenova nejednakost) i primenio je u kompleksnoj dinamici.
Autor je dokazao razne verzije i uopstenja ovog rezulta u [8] (videti teoreme 5.3,
5416.1).
Poenkare i Sege dobili su sledeéi rezultat: ako S ogranicava domen D u 3D-

prostoru zapremine V = §7TR3, tada je

3\ 1/3
C(S) > C(S(0; R)) = (4—> Vs,
T
Drugim re¢ima, izmedu svih domena date zapremine lopta ima najmanji kapa-
citet.
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5.3. Sferna simetrizacija. Definisimo p-integral energije

Eylu] = / Vulde.

Neka je A C R™ otvoren skup i C' C A kompaktan skup. Par E = (4, C) naziva
se kondenzator, a p — cap(A4, C) je infimum

By lu] = /A VulPdz

preko familije svih funkcija u € C§(A) (ili preko svih nenegativnih funkcija ACLP
sa kompaktnim nosacem u A) za koje je u(x) > 1 na C.

Opéstije ako je G podskup u R™ definisimo kapacitet skupa G:
C(GQ) = cap(G) je infimum

Eylu] = / VulPdz

preko familije svih funkcija u € C(R™) (ili u € C§°(R™)) za koje je u(z) > 1 na G.
Zimer je dokazao p — cap(4,C) = M,(A(C,bA; A)), gde M,, oznacava p-modul
familije krivih A(C,bA; A) koje spajaju C' i bA u A.

Definicija 1. Neka je L zrak iz xo do oo i E C R" kompaktan skup.
Sferna simetrizacija E* skupa E u odnosu L definise se na sledeéi nacin:

1) zp € E* ako i samo ako xy € E;

2) oo € E* ako i samo ako 0o € E;

3) zar € (0,00) skup E*NS" (xg,r) je zatvorena sferna kalota centrirana na
L sa istom (n — 1)-dimenzionom merom kao i E(xq,r) := E N S" (20, r)
za ENS" Hao,r) £ 0 i 0 ako je (n — 1)-dimenziona mera skupa E(zq,T)
nula.

Gering je dokazao da ako je (A, C) kondenzator, tada za p > 1 vazi
p —cap(A,C) > p — cap(A*,C*).

6. HARMONIJSKA PRESLIKAVANJA I GEOMETRIJSKE NEJEDNAKOSTI

6.1. Harmonijska preslikavanja. Podsetimo da smo u prethodnim sekcijama
razmatrali varijacioni racun i pridruzenu Ojler-Lagranzovu jednacinu i elektro-
staticku teoriju potencijala, i specijalno Dirihleov princip i Platov problem, koji
se odnosi na pronalazenje funkcije z = f(z,y) zadate na domenu D u ravni, ¢iji
grafik minimizira povrsinu, uz pretpostavku zadatih vrednosti na granici D, reSenja
se nazivaju minimalnim povr§ima. Ponovimo ova razmatranja mogu se smestiti u
zajednicki okvir: resenja eliptickih jednacina drugog reda u zavisnosti od grani¢nih
uslova. U tom pravcu u ovoj sekciji dajemo uslove pod kojima je gradijent resenja
ogranicen, a kao primer navodimo i reSenje Sinaijevog problema.

Napomenimo da se teorija potencijala moze razviti i za reSenja eliptickih jednac¢ina
drugog reda. Dodatno razmatramo i neke geometrijske nejednakosti.

Ako je M podsup R™ sa bM oznacavamo granicu M.

Holomorfne funkcije su kompleksne funkcije definisane na otvorenom podskupu
kompleksne ravni koje su diferencijabilne. Kompleksna diferencijabilnost ima mnogo
jace posledice nego uobi¢ajena (realna) diferencijabilnost. Na primer, holomorfne
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funkcije su beskona¢no puta diferencijabilne, $to nikako ne vazi za realno diferen-
cijabilne funkcije. I vise od toga holomorfne funkcije su predstavljive stepenim re-
dovima po kompleksnoj promenljivoj z. Vecéina elementarnih funkcija, ukljucujuéi
eksponencijalnu funkciju, trigonometrijske funkcije, i sve polinomijalne funkcije,
holomorfne su.

Razmatranja u vezi sledeéeg problema su vazna u geometrijskoj teoriji funk-
cija: ako su D i G dva domena u n-dimenzionom prostoru, odrediti funkcije koje
minimiziraju Dirihleov integral

JRERE
D

po klasi funkcijama f : D — G koje preslikavaju bD u bG i ,,ne degeneriu se na
granici”.

U ravni stacionarne tacke su holomorfne funkcije, a u prostoru harmonijske funk-
cije. Na primer, u prostoru ne postoji biholomorfno preslikavanje izmedu lopte Bo i
polidiska U x U, a u ravni postoji izmedu domena istog topoloskog tipa pri dodatnim
uslovima.

Za jedini¢ni vektor h koji ima pocetak u tacki x definisimo pravolinijski put
C(t) = x+th. Ako t interpretiramo kao vreme, preslikavanje f definise put Cy(t) =
f(z + th). Brzina kretanja cestice duz ovog puta je istezanje funkcije f u praveu
(izvod u pravcu) vektora h.

Za realno vrednosne funkcije Cp(t) = (Vf,h) vazi da je |V f(z)| najveée isteza-
nje.

U ravni holomorfne funkcije istezu isto u svim pravcima. U prostoru kazemo da
je preslikavanje f : D — G, K— kvazikonformno ako je koli¢nik izmedu najveceg i
najmanjeg istezanja uniformno ogranic¢en sa K u svakoj tacki x € D.

U [4] razmatramo

(6.1) |Au| < a|Vul* +b

i pokazujemo da su kvazikonformna preslikavanja izmedu glatkih domena koja za-
dovoljavaju (6.1) Lipsicova.
Za dalja uopstenja videti Apendiks 3 i teoremu 6.9 u [7].

Teorema 6 ([7]). Neka su D i Q glatki domeni u R™. Ako je uw : D — Q kvazi-
konformno (g, g")-harmonijsko preslikavange (ili zadovoljava (6.1)), tada je presli-
kavanje u LipSicovo na D.

Ovaj rezultat je razmatran na Seminaru za analizu u Beogradu i na konferen-
ciji u Cenaju, Indija (Workshop on Harmonic Mappings and Hyperbolic Metrics,
Chennai, India, Dec. 10-19, 2009).

Videti i https://sites.google.com/site/iwhmhm09/course-materials.

Na ovoj konferenciji autor je odrzao nekoliko predavanja. Ovde samo skiciramo
ideju dokaza.

Pretpostavljamo da su domeni D i  glatki, tako da mozemo primeniti lemu
6.18 (i teoremu 6.19) iz [3]. Neka je xg € bD, i yo = u(zg). Tada yo € bQ i postoji
lokalna karta v definisana i glatka na B gde je B = B(yo, 7o) lopta, koja preslikava
D N B u hiperravan y™ =0 u R™.

Definisimo @ = 1) o u i neka je @™ m-ta kordinata #. Podvucimo da je 4™ 0 na
u~1(BNON). Definisemo metriku ¢g” na ¢(B), ¥(B) C R™ tako da je v izometrija
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u odnosu na euklidsku metriku na B. Primenom leme 6.18 |3] moze se pokazati da
je u Lipsicovo preslikavanje.

V. Bozin i autor su pokazali da su domeni Ljapunova kvazikrugovi i da se mogu
aproksimirati sa konveksnim domenima. Koristeci specijalnu tehniku, resili su jedan
otvoren problem (star oko dvadesetak godina, koji je verovatno prvi formulisao D.
Kalaj):

Teorema 7 ([2]). Kvazikonformna harmonijska preslikavanja izmedu domena Lja-
punova su bi-LipSicova.

Napomenimo da u [7] ukazujemo na neke razlike izmedu teorije u ravni i u
prostoru.

6.1.1. Pitanje Jakoba Sinaija. Autor je imao priliku da 2016. godine na Prinstonu
razgovara sa Jakobom Sinaijem, dobitnikom Abelove nagrade, akademikom RAN i
profesorom na Prinstonu. U tom razgovoru Sinai je izlozio neke probleme vezane
za dinamicke sisteme.

Takode, tokom komunikacije pojavilo se i sledece pitanje: neka je G ogranicen
domen u ravni klase C?, osim u kona¢no mnogo tacaka na granici, gde ima singula-
ritete ,,tipa uglova”. Sta mozemo reéi o regularnosti Dirihleovih sopstvenih funkcija
na G blizu granice? (O ovom pitanju govorimo kao o Sinaijevom pitanju.)

Kazemo da je f Dirihleova sopstvena funkcije na domenu G ako postoji skalar
A tako da je Af = Af na Gi f =0 na bG. U klasicnom smislu pretpostavljamo
da je f neprekidna na zatvorenju G i da ima parcijalne izvode drugog reda na G.
Opstije mozemo govoriti o Dirihleovim sopstvenim funkcijama u prostorima Sobo-
ljeva. Funkcija f pripada prostoru Soboljeva VVO1 ’Q(G) ako je istezanje integrabilno
i trag tr(f) nula na granici. Ako je f neprekidna na zatvorenju G tada se tr(f)
svodi na restrikciju f na 0G.

Teorema 8. Pretpostavimo da je G ogranicen konveksan domen u ravni. Ako je
w e Wol"z(G) Dirihleova sopstvena funkcija, onda je gradijent funkcije w ogranicen.

6.2. Geometrijske nejednakosti.

6.2.1. Svarcova lema. Neka b € S = {w: -1 < Rew < 1} i ¢ konformni izomor-
fizam U = {2z : [2] < 1} na S, ¢,(0) = b1 ¢},(0) > 0. Preslikavanje ¢, ima sledeca
svojstva:

i) ¢y je rastuéa na (—1,1) i preslikava (—1,1) na sebe;
il) Za r €[0,1) vazi ¢p([—r,7]) = [m ( ), My(r)], gde je
4 a— 4 a+r
= op(—1) = = M - =
my(r) = ép(—T) - arctan T b(r) = ép(r) - arctan Trar |

a = tan —;
iii) Ako je z = re’® € U, i R}t i R, rotacije definisane mnozenjem sa e~ i
—e~ % respektivno, ut = Regy o RY i u™ = Regy, o R, tada je ut(z) =
My(r) i u™(2) = my(r).
Za razmatranja u vezi Svarcove leme videti [9]. Ovde navedimo samo jedan
rezultat. U radu [11] autor i M. Svetlik su dokazali:

Teorema 9 ([11]). Neka je u: U — (—1,1) harmonijska funkcija i u(0) = b. Tada
je
(6.2) mp([2]) <u(z) < My(|2]), za svako =z €U,
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1 nejednakost je optimalna za svako z € U u smislu ii1).

6.2.2. Lokalna distorzija kvazikonformmnih preslikavanja. Neka A oznacava jedini¢ni
krug i f : A — C kvazikonformno preslikavanje. Definigimo

§ = dist(0,9f(A)), mut(2) = sup{|u(Q)| : [¢] = |2|}, gde je u kompleksna dilatacija
i pretpostavimo da integral

1 oo+
T:/ 2pt(t) di
0

1+ pt(t) ¢
konvergira.

Teorema 10 ([6]). Neka je [ kvazikonformno preslikavanje na A, koje je kon-
formno u 0 i neka je a; = f'(0). Pretpostavimo gornje oznake. Tada je

(6.3) [f'(0)|e™™ < 40.

Ako je f konformno preslikavanje, onda je 7 = 0, i otuda kao posledicu dobijamo
cuvenu Kebeovu teoremu.

7. DODATNI KOMENTARI

Kratka biografija, prikaz i odjek nauc¢nih rezultata autora dobijenih posle izbora
za dopisnog ¢lana SANU dat su u [16]. Ovde navodimo samo da je Kristofer Bis-
hop, pozvani predava¢ na Medunarodnom kongresu matematicara 2018. godine, u
Math Reviews dao izuzetno pozitivan prikaz rezultata Mateljevica o harmonijskim
preslikavanjima: [a41], MR2796877 (2012i: 30046) ,,Ovo je dobro napisan i vrlo
zanimljiv rad”; [a40], MR2791734 (2012i: 30047) ,,Ovaj rad je zanimljiv doprinos
teoriji harmonijskih kvazikonformalnih preslikavanja.”; [a35], MR2337479 (2008d:
30037) ,,0vaj rad je fundamentalan za geometrijsku teoriju funkcija i kompleksnu
dinamiku jer postavlja stroga ogranic¢enja na veli¢inu lokalne distorzije koju kvazi-
konformno preslikavanje moze imati.” Radovi [a35], [a40] i [a41] navedeni su u [16];
rad [a35] citiran je u ovom ¢lanku kao [6].

7.0.1. Koautori. Autor je saradivao i objavio radove sa M. Arsenovié,

V. Bozin, D. Kalaj, M. Knezevi¢, V. Markovi¢, M. Markovi¢, M. Pavlovié¢, M. Jevti¢,
D. Sari¢, I. Ani¢, N. Laki¢, M. Svetlik, M. Albijani¢, N. Mutavdzié¢, M. Vuorinen,
S. Chen, S. Ponnusamy, ... Autorovi doktorandi (V. Markovi¢, D. Kalaj...) imaju
znacajne matematicke doprinose u svojim oblastima. Na primer, V. Markovi¢ je
izabran za Fellow of the Royal Society (ekvivalentno akademik u Engleskoj), u 2014.
godini dobio je niz prestiznih nagrada i bio pozvani predava¢ na Medunarodnom
kongresu matematicara u Seulu, Juzna Koreja).

Zahvaljujem akademiku A. Dordeviéu i kolegama M. Arsenovi¢u, O. Mihi¢ i M.
Svetliku na korisnim sugestijama, i posebno kolegi M. Svetliku koji je izradio slike
i tehnicki obradio tekst.

U vezi vizualizacije videti takode ¢lanke:

(1) Piotr Zarzycki, From visualizing to proving, September 2004 Teaching Mat-
hematics and its Applications 23(3) DOI: 10.1093/teamat/23.3.108, Sour-
ceOAL

(2) James Robert Brown, University of Toronto, https://pirsa.org/04110002,
Proofs and Pictures: The Role of Visualization in Mathematical and Sci-
entific Reasoning
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(3) Antonia Makina, The role of visualisation in developing critical thinking in
mathematics, Perspectives in Education 28(1), March 2010 : 24-33, Project:
Leadership for e-learning.

(4) Yilmaz, R. & Argun, Z. Role of wvisualization in mathematical abstrac-
tion: The case of congruence concept. International Journal of Educa-
tion in Mathematics, Science and Technology (LJEMST), 6(1), 2018, 41-57.
DOI:10.18404 /ijemst.328337 2006. In Novotnd, J., Moraova, H., Kratks,
M. & Stehlkovd, N. (Eds.). Proceedings 30th Conference of the Interna-
tional Group for the Psychology of Mathematics Education, Vol. 4, pp.
457-464. Prague: PME. 4-457

(5) Bettina Rosken Katrin Rolka, A picture is worth a 1000 words-the role of
visualization in mathematics learning, University of Duisburg-Essen, Ger-
many , https://www.emis.de/proceedings/PME30/4/457.pdf

The paper [14] describes some important aspects concerning the role of visualiza-
tion in mathematics learning. We consider an example from integral calculus which
focuses on visual interpretations. The empirical study is based on four problems
related to the integral concept that highlight various facets of visualization. In
particular, we are interested in the visual images that students use for working
on specific problems and how they deal with given visualizations. The findings
show the importance as well as the difficulties of visualization for the students.
Visualization is the ability, the process and the product of creation, interpretation,
use of and reflection upon pictures, images, diagrams, in our minds, on paper or
with technological tools, with the purpose of depicting and communicating infor-
mation, thinking about and developing previously unknown ideas and advancing
understandings. Problem 1: Draw a figure to illustrate the geometric definition of
the integral.
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