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APOSTERIORNE OCJENE TACNOSTI PRIBLIZNIH RJESENJA
VARIJACIONIH NEJEDNACINA I ZADATAKA OPTIMIZACIE

1. Uvod. Posmatrajmo sljedeéi zadatak: naéi z € C tako da je
(F(z),y — z) > 0za svako y € C, (1)

gdje je C zatvoren i konveksan podskup Hilbertovog prostora H, F : H — H
zadati operater. Ako je F(z)= f'(z) potencijani operator ¢iji je potencijal
f: H — R, onda je zadatak (1) vezan za odredjivanje minimuma funkcije
f na skupu C. Specijalno, ako je C = H, zadatak (1) je ckvivalentan sa
jednacinom F(z) = 0.

Za rjesavanje zadatka (1) razvijeni su razliciti iterativni postupci. Oni,
po pravilu, u konatnom broju koraka mogu dati samo aptoksimaciju rjesenja
nejednacine (1). Od interesa je da se procijeni koliko je aproksimacija rjeenja
dobijena u nekom iterativnom procesu udaljena od tatnog rjesenja. U radu
[1] izvedene su ocjene u sluaju kada je skup C C R™ poliedar. Ocjene koje
¢emo izvesti u ovom radu su opstije, jer vaze i u sluéaju kada skup C nije
poliedar. Specijalno, ako je C poliedar, nase ocjene su nesto preciznije od
onih iz rada [1]. Za izvodjenie ocjena koristili smo tehniku za-dokazivanje
konvergencije metoda linearizacije, koja je prezentirana u (2], s. 310-313 i
(3]

Akojeje F(z)=c€ R*aC = {z € R*: Az < b,Cz = d} poliedar, tada
je (1) zadatak linearnog programiranja. Ocjene odstupanja tacke z od skupa
rjesenja zadatka linearnog programiranja zasnovane na Hofmanovoj lemi [4)
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izvedene su prvi put u radu [5] T vecina kasnije izvedenib ocjena za zadatak
linearnog programiranja zasnovana je na Hofmanovoj lemi koja daje ocjenu
odstupanja tacke od skupa rjcienja sistema linearnih nejednacina. Ocjena
koju mi izvodimo takodje je zasnovana na jednoj varijanti Hofmanove leme,
koju takodje dokazujemo.

2. Projekcione mjere. Primijetimo da j z. rjesenje zadatka (1) ako
i samo ako je 2. = Prge(z. — BG71F(z.), ([6]) gdje je B > 0 realan broy
G : H — H simetrican linearni operator koji zadovoljava uslov

mll¢]|? < (G€,€) < MIIE|*, 0 <m < M, (2)

a Prgc ope-ator projektovanja na skup €' n normi definisanoj sa ||z||* =
(Gz,z). Odavde slijedi da je z rjesenje zadatka (1) ako 1 samo ako je

r(z):= 2z~ Prgc(z — BG 7 F(2)) = 0, (3)

pa se kao m-era ()ds‘lupanja Eproksimncije z € H od skupa rjesenja zadatka
(1) moze uzeti velicina ||r(z)||. Nas cilj je da pokazemo kako se na osnovu
velicine ||7(z){] moze ocijeniti udaljenost tacke z od skupa C. rjesenja zadatka
(1). Na vrlo jednostavnim primjerima se pokazuje da je moguce da |[r(z)]]
bude blisko nuli a da rastojanje p(z,C.) bude veliko. Na primjer, jedino
rjesenje jedracine F(z) = z/(1 +2%) = 0,z € Rje z. = 0. DPri tome za niz
2k =k, r(za) = Bf(z) = 0(8 > 0) kada k — oo, dok istovremeno |z, —
B = k = co. Veliévina [|7(z)|| moze sluziti kao snov za ocjenu odstupanja
tacke z od skupa rjesenja, samo za odredjenc klase zadataka, odunosno samo
uz neka dodatna ogranicenja na preslikavanje F ili skup C.

Teorema 1. Neka j¢ C C H konveksan i zatvoren skup u Hilbertovom
prostoru H v+ F: H — H preshkavanje koje zadovoljava uslov«:

(F(z) - F(y),z - y) > allz — u|]*0 za svako z,y € H, (1)
IF(z) = F(y)ll < L||z - y|| za svako z,y € H. (5)

Tada je
Iz = 2. < klir(2)]?, (6)

gdje je . jedinstveno ryesenje zadatka (1), m i M konstante iz uslova (2)1

O0<k=k(LamMPBe =
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(ﬁ(L+a)_m+M_§)/(_L_"f__M),e>o_
4 2

Dokaz. Kako je z. rjesenje zadataka (1) i kako z — r(z) € C, toje
(F(z.),z—r(z) —z.) 2 0. (M)
Dalje, iz uslova z — 7(z) = Prgc(z — BG™' F(z), slijedi da je
(=Gr(z) + BF(z),y — (z — r(z))) > zasvakoy € C. (8)
Mnozeéi nejednaéinu (7) sa B i sabirajuci je sa nejednacinom (8) u koju je
postavljeno y = z., dobijamc
(Gr(z),z — 7(2) — 2.) + B(F(z) - F(z.),z. —z+7(z)) 20.  (9)
Iz uslova (4), (3) (v. [2], teorema 4.3.5, s. 187) slijedi da je

L+
4

a

L 2
-z.|°. (10
Fllz == (10

22 -

(F(z) - F(z.),2z. —2+7(z)) <

Dalje je za svako € > 0
(Gr(2),z — r(2) — z.) = —(Gr(z),7(2)) + (Gr(2),2 — 2. £

Mr(@)|® | Mz - =.[!
2 2¢ '
Na osnovu ovih ocjena, iz nejednakosti (9) dobijamo

Lap M 2 _ [(B(L+a) Me
(£ - ) e -at s (AL 2 oy

-m||r(2)|I* +

Odavde slijedi ocjena (6). O

Primijetimo da je izbor operatora G vezan za izbor parametara 3 i e.
Njihov izbor mora obezbijediti da budu zadovoljeni sljede¢i uslovi: i’—;’g—%’- >
0i i)y Mg

Ako u (6) postavimo G = I,e = 1, tada dobijamo prostiju ali manje
preciznu ocjenu:

lz = z.|)* < (ﬂ(L = a)) / ( L 1) Ir(zl?.

| L+a 2
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Ako je skup C konveksan, zatvoren i ogranicen a preslikavanje F' zadovo-
ljava uslov jake monotonosti (4), tada se kao mjera odstupanja tacke z od
taénog rjesenja z. zadatka (1) moze koristiti norma funkcije

r1(z) = sup{(F(z),z —z) : z € C}.

Naime, tada je 71(z) < 01 7(z) = 0 ako i samo ako je z = z.. Jednostavno
se dokazuje da tada vazi sljedeca teorema (v. (1], teorema 4.1):

Teorema 2 Neka neprekidno preshkavanje F: H — H zadovoljava uslov
(4) jake monotonosti. Ako je C C H ograniéen konveksan i zatvoren skup,
tada za svako z € C vazi:

ri(z)
Va
3. Mjere zasnovane na projekciji na linearizovani skup ogranicenja.
Primjena projekcionih mjera podrazumijeva mogucnost realizacije projektova-
nja na skup €', odnosno jednostavnu strukturu skupa C. Ako je skup C zadat

nelinearnim ogranicenjima:

C={2zeCo:gi(z)<0,i=1,...,m},

o

Iz - =.

gdje je Co C H skup proste strukture (na primjer, Cy je kugla ili poliedar u
R"), tada je pozeljno da se u formiranju mjere ||7(z)|| odstupanja tacke z od
tacnog rjesenja z. zadataka (1) projekcija na skup C' zamijeni projekcijom
na neki jednostavniji skup. Neka je

Clz) ={z € Co:gi(z) + (gi(z),z — 2) <0,i = Ly sy 20 (11)

r(z)=2z- Pre)(z = BF(z)), B> 0. (12)

Ako je C = Cy tada se r(z) iz (12) ne razlikuje od r(z) iz formule (3).
U tom smislu mozemo smatrati da se radi o poopsten projekcione mjere
konstruisane pomoéu formule (3), i za novu mjeru zadrzall raniju oznaku.
U toku izvodjenja ocjenc veli¢ine ||z — z.|| dokazaéemo da je r(z) =0 ako i
samo ako je z rjesenje zadatka (1).

Teorema 3. Neka je Coy C H konveksan i zatvoren skup u Hilbertovom
prostoru, g; : H — R konvekesne neprekidno diferencijabilne funkcije na H
za koje je

lgi(=) = gi(W)ll < Lillz ~ yl| za svakoz,y € Co, i = 1,...,m,  (13)
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postoji z € Cy tako da je gi(2) <0, i=1,...,m (Slejterov uslov).

Neka je dalje skup C zadat ogranicenjima (11) 1 F : H — H preslikavange
koje zadovolava uslove (4) i (5). Tada je

Iz = z.|* < klir(2)I1%, (14)

gdje je k > 0 konstanta koja zavisi od a, L, i Lagraniovih mnozitelja A" =
(X7,...A) koji odgovaraju jedinstvenom rjesenju z. zadatka (1).

Dokaz. U toku dokaza bice izvedena eksplicitna ocjena konstante k. Iz
uslova teoreme slijedi da zadatak (1) ima jedinstveno rjesenje z.. Pri tome
(v. [7], lema 5.5, s. 117) postoji A* = (A},... AL ) > 0,A" # 0, tako da je

(F(z.)+ (A", ¢'(z.)),z — z.) > 0 za svakoz € Cy, (15)

19i(z.)) =0,gi(=.) <0, (16)
gdje je
(A%,9'(2.)) = Mgr(z.) + - + X gn(2.).

Iz uslova konveksnosti funkcija g; slijedi da je za svako z € Cy, gi(z) +
(9i(z),2 — z) < gi(z). To znaéi da je i za funkcije gi(z) + (g!(z),z — z)
ispunjen Slejterov uslov. Primjenjuéi teoremu o Lagranzovim mnoziteljima
na zadatak projektovanja tacke z — BF(z) na skup C(z). zakljuéujemo da
postoji £ = (€5,...,€5) 2 0,€ # 0 tako da je

(BF(z) —r(z) + (€°,9'(2)),z — (z - 7(2))) za svakoz € Cp,  (17)

lgi(2) + (gi2),r(2)) = 0, 1= 1,...,m, (18)
(g,-(z)—(gf(z),r(z)')gﬂ, i:Iv"-)m' (19)

. , ; ; :
}osFavn.no u(ld)z=z2-r(z)au(l7) z=2-r(z)i pomnozimo (15) sa B.
Sabiranjem tako dobijenih nejednacina imamo:

BF(2) = f(z.),2. = 2+ 7(2)) + (r(2),2 - 2. — r(2))+

Bl g(@)) 2 —r(z) - 2.) + ((€,6'(2)), 2 — 2+ 7(2)) 0. (20)
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Ocijenimo svaki sabirak sa desne strane nejednacine (20). Prvi sabirak je
ocijenjen u (10). Dalje je

—z.|?
(r(2),2 = 2.~ 7(2)) < -”’(;)”2 4 e ) I (21)

Iz uslova (1), (16), (19) 1 konveksnosti funkeija g; slijedi (v. [2], lema 2.3.1,
5. 93)

(3, g'(=.), 2 = 7(2) — z.) = (3, 9(2.) + ¢'(=.)), 2 = 7(2) — 2.) <
JR(2)|]2 Le, ) ||R(2)|?
(oo + BB B

(22)
gdje Je (Lo, A*) = LiAj + -+ LnA},. Iz uslova (18) i (16), ponovo koristeéi
konveksnost funkcija g; , dobijamo ocjenu cetvrtog sabirka:

(€7, 9'(2))s 2. — 24 7(2)) < (€, 9'(2)), 2. — 23+ (€, 9(2)) < ((é',g(z-))é;))-

(A% 9(z—72)) < (X, g(2) + (g

Uzimajuéi u obzir ocjene (10), (21), (22) i (23), iz (20) slijedi:

(f:i -3l ==+ (At +ﬂ(Lo.A')) () > 0.

Ako je parametar 8 > 0 izabran tako da su koeficijenti uz lz— .| ||Ir(2)))?
pozitivni, tada iz prethodne nejednacine dobijamo ocjenu (14). Teorema 3
je dokazana. O.

Primijetimo da je za primjenu gornjih ocjena potrebno znati Lagranzove
mnozitelje i1 bar njihove ocjene. Ponekad ovi mnozitelji imaju geometrijsko,
fizicko ili neko drugo znacenje, na osnovu cega se mogu dobiti njihove ocjene.

4. Zadatak linearnog programiranja. Akoje H = R" konaénodimen-
zionalni prostor, F(z) = c € R*, z € R* i C poliedar u R™ tada je
zadatak (1) zadatak linearnog programiranja. Uslov (4) jake monotonosti
preslikavna;a F nije ispunjen. Za ocjenu adstupanja aproksimacije z od
skupa C, rjesenja zadatka (1) moZe se koristit Hofmanova lema.

Pretpostavimo da su na R* i R™ zadate norme [“[i] -], koje su dualne
u odnosu na standardni skalarni proizvod. Mozemo zapravo pretpostaviti da
su dvije dualne norme definisane na prostoru R', gdje je | = max{n;m}, »
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da su norme svih vektora iz prostora R, gdje je k < I, inducirane normama
Ll R N

Lema 1. Neka je C = {z € R" : Az < b} neprazan skup, gdje je
b= (b, ...,bm) € R™ i A = (ai;) matrica éije su vrste vektori al,...,an 12
prostora R™. Tada za svako z € R™ postoji z, € C, tako da je

lz = 2% < p-|(Az - b)4], (24)

gdje je ((Az — b)) = 0 ako je (Az — b); = (a;,2z) — b; <01 ((Az —b)4); =
(Az - b); ako je (Az —b); <01

p = max{||D|}}. . (25)

Maksimum u (25) se bira po svim matricama D koje su inverzne regularnim
podmatricama matrice A ¢iji je red k = rang A @ norma matrica D saglasna
je sa normom || - ||.

Dokaz. Pretpostavimo da je z = 0. Posmatrajmo zadatak minimizacije
f(z) = |z| — inf, z € C. Skup rjesenja C, ovog zadatka je neprazan. Neka
je z, € C.. Tada (v. [8], teorema 6.1.1, s. 228) postoji A\* = (A5,..., A0 ) €
RT, A # 0, tako da je

A A€ -0f(z2), X ((a;, z.rangle = b;) =0, i=1,.. m, (26)

gdje je

0f(z) ={y € B": yl = 1,{y, 2) = |z.[} (27)
subdiferencijal funkcije f u tacki z,. Neka je J = {j € {L,...,m}: ;> 0}
Tada postoii y € 0f(z.) tako da je y = Yies Aja;. Prema Karateodorijevoj
teoremi vektor y se moze predstaviti kao neregativna linerana kombinacija
linearno nezavisnih vektora (a;,i € K C J). Proirujuéi sistem (ai,i € K)
do baze (a;,7 € I) vrsta matrice A, dobijamo da je

y= Zf:a’f’ “y” =1, (yv Z') = lz*l' (28)

€l

Primijetimo da je card(I) = rangA = k. Fiksirajmo jedan takav skup
indeksa I. Pretpostavimo da je I = {1, ... k} i da je podmatrica B koja lezi
na prvih k vrsta i prvih k kolona matrice A invertibilna. Ako sa y(I) =
(1, ., %) oznatimo k—dimenzionalni vektor ¢ije su koordinate prvih k
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koordinata vektora y, i ako oznakom £*(I) = ¢ naglasimo vezu izmedju
vektora ¢ i skupa indeksa I, imaéemo da je §*(I)B = y(I) i
e (DI < Nly(DBH| < NIB-allly(DIF < i B-1li
Odavde, iz (26), (27) i (28) stjedi
2] = (y,2.) = = €0 < [E]bl < plp]. O
i€l
Ako je . na primjer, norma matrice D = (d;;) reda k defimsana formulom
D]l = k- max|dy;|, tada (v. 9], teorema 5.7.13, s. 390) postoji vektorska
norma koja j= sa njom saglasna. Slijedi da je p = kA, gdje je & = max |d;;].
gdje se maksimum bira po svim elementima inverznih podmatrica D reda
k matrice A. Procjenjujuéi norme inverznih matrica mogu se dobiti jedno-
stavnije ocjene konstante p.
Na kraju, pokazimo kako se gornja lema moze primijeniti na zadatak
lincarnog programiranja (v. [4] i [1]). Pretpostavimo da je v zadatku (1)
g J I J )
skup C zadat formulom

C={z€R": Az <}b,Cz=d}.
Zadatak (1) tada mozemo zapisati u obliku:
(c,z.) < {c,2) zasvakc z € C. (29)
Njemu dualan zadatak glasi
(b,A) + (d,n) = max, ATA+CTp=c, A >0. (30)

Pritome je w paru (z., (A*,71), éje obje komponente zadovoljavaju ograniée-
nja. komponenta z. rjesenje osnovnog a (A*,7%)) rjesenje dualnog zadataka
ako i samo ako je (c, z.) = (b,A")+(d,n"). Odavde, primjenjujuéi Hofmanovu
lemu, dobijamo da za trojku (z, A, 9) postoje rjcsenja z. 1 (A", 9°) zadataka
(29) 1 (30) tako da je

'(zr’\vn) - (1:.,/\.,7]-” S.

I‘l(Az - b)+)Cz - d1C - AT’\ - CTU,(—/\)_,,,(C,Z') - (b) A) - (dvn>’7

gdje se konstanta p ocjenjuje kao u (25), ali sc umjesto matrice A uzimaju u
obzir sva druge matrice koje ucestvuju u definisanju skupa ogranicenja.
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Rezime

U radu se izvode aposteriorne ocjene odstupanja aproksimacije od
tatnog rjeSenja varijacione nejednacine sa jako monotonim operatorom.
Izvedene ocjene se mogu vezati za odredene klase iterativnih postupaka
za rjeSavanje varijacionih nejednacina i, §to je posebno vazno, za
formulisanje pravila za zavrsetak iteracionih procesa. U radu se posebno
izvode ocjene odstupanja pribliZznog od ta¢nog rjeSenja za zadatak
linearnog programiranja. Za njihovo izvodenje koristi se Hofmanova lema.
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