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APOSTERIORNE OCJENE TACNOSTI PRIBLIZNIH RJESENJA
VARIJACIONIH NEJEDNACINA | ZADATAKA OPTIMIZACIJE

1. Uvod. Posmatrajmo sljedeci zadatak: naéi x 6 C tako da je
(F(X),y = x) >0zasvako y G C, ()

gdje jc C zatvoren i konveksan podskup Hilbertovog prostora H, F: H H
zadati ope.ratcr. Ako jc F(x) = f'(x) potencijani operator Ciji je potencijal
f . H —+ R, onda je zadatak (1) vczan za odredjivanje minimuma funkcije
f na skupu C. Specijalno, ako je C = H, zadatak (1) je ekvivalentan sa
jedna€inom F(x) = 0.

Za rjeSavanje zadatka (1) razvijeni su razli€iti iterativni postupci. Oni,
po pravilu, u konacnom broju koraka mogu dati samo apioksimaciju rjeSenja
nejednacine (1). Od intcrcsaje da se procijeni koliko je aproksimacija rjeSenja
dobijena u nekom iterativnom procesu udaljena od taCnog rjeSenja. 1J radu
[1] izvedene su ocjene u sluaju kada je skup C C Rn poliedar. Ocjene koje
¢emoizvesti u ovom radu su opstije, jer vaze i u sluCaju kada skup C nijc
poliedar. Specijalno, ako je C poliedar, naSe ocjene su ncSto preciznije od
onih iz rada {!]. Za rzvodjcnje ocjcna Korislili smo tehniku za_dokazivanje
konvergencije metoda linearizacijc, koja je prezentirana u [2], s. 310-313 i
3]-

Akojeje F(X) =cE RnaC ={z 6 Rn: Ax < b, Cx = d} poliedar,tada
je (1) zadatak lincarnog programiranja. Ocjene odstupanja tacke x od skupa
rjeSenja zadatka linearnog programiranja zasnovane na Hofmanovoj lemi [4]
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izvedene su prvi put u radu [5] ! vecina kasnije izvedenih ocjcna za zadatak
linearnog programiranja zasnovaua. je na Hofmauovoj lenii koja daje ocjenu
odstupanja t.acke od skupa rjcSenja sistema linearnih nejcdna.Cina. Ocjena
koju mi izvodimo takodje je zasnovana na jednoj varijanli Hofmanove leme,
koju t.akodjc dokazujemo.

2. Projekcione mjere. Priniijetimo da j? x. rjeSenjc zadrtka (1) ako
i samo ako je x. = PrG,c(x. - OG”™F\z.], ([6]) gdjc je /3 > 0 realati broj
G : H — H simctrican linearni operator koji zadovoljava uslov

M|£|2 < (L) < \W\/. 0<m< M, 2

a. PrG,c opeator projektovanja na skup C u normi definisa.noj sa ||rj)2 =
(Gx,x). Odavde slijedi da je z rjeScnje zadatka (1) ako i samo ako je

r(z) —z-PrGc(z-0G -'F(2)) = (), (3)

pa se kao nrera odstupanja aproksimacije z E H od skupa rjeSenja zadatka
(1) inoze uzeti veliCina [|r(z)||. Na$ cilj je da pokazemo kako se na osnovu
veli¢ine ||r(z)|| moZc ocijeniti udaljcnost taCke z od sknpa C. rjeSenja zadat ka
(). Na vrlojedno.sta.vnim primjerima se pokazuje da je moguce da ||r(2)||
budc biisko nuli a da rastojanje p(z,C.) bude veliko. Na primjcr, jedino
rjeScnjc jedi acine F(x) = r/(1 # x2) = 0,2 £ R je x. = 0. Pri t.ome za niz
Ze = k. r(z>) = fif(zk) —*C(/?> 0) kada k — oo, dok islovremeno |z*. —
z-1 = k — 00. Veli¢vina ||r(z)|]] moZe sluziti kao snov za ocjenu odstupanja
taCke z od skupa rjeScnja, samo za odredjene klase zadataka, odnosno samo
uz neka dodatna ogranicenja na preslikavarije F ili skup C.

Teorema 1. Neka je C C H konveksan i zatvoren sknp u Hilbertovom
prostoru H i k : H — H pre.shkavanje koje zadovoljava uslov-::

(F(@) - F(y),x = y) » al|tr - «u||20 za svako x,y g H, (i)
[IP(z) - FGNII < LJli - y|| za svako X,y £ H. (5)

Tada je
Iz - z.jj2 < I-[[r(2)|2, (O]

gdje je x. jedinstveno rjeSenje zadatka (1), m i M konstante iz uslova (2) i

0 < k = k(L,a,m, M,fl,e) =
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\ 4 2)l\L+a 2e)

Dokaz. Kako je x. rjeSenje zadataka (1) i kako z —r(z) E C, to jc
(F(x.),z-r(2)-x.) =0. (7
Dalje, iz uslova z — r(z) = Prc,c(z ~ fiG"L F(2), slijcdi da je
(-Gr(2) + fIF(2),y- (z - r(2))) > zasvakoy E C. (8)

Mnozeci nejednacinu (7) sa O i sabirajuci je sa nejednaCinom (8) u koju je
postavljeno y = x., dobijaniG

(Gr(@),z-r@ -x.) +p(F@) - F(x.),x.-z+r(z2)) > 0. 9)
Iz uslova (4), (5) (v. [2], teorema 4.3.5, s. 187) slijedi da je

(F@2) - F(x),X. = z2+71(2) < MIdDDII2 - - X.][2.  (10)

4 LTOQ
Dalje je za svako e > 0
(Gr(2),z - r(z2) - x.) = -(Gr(2),r(2)) + (Gr(z),z - x. <

Mellr()ll2  Afllz-z.|p
2e
Na osnovu ovih ocjena, iz nejednakosti (9) dobijamo

-ml[r(2)|2 +

La/3
L+a

Ik(*)|[2

Odavde slijedi ocjena (6). O

Primijctimo da je izbor operatora G vezan za izbor parametara i c.
Njihov izbot mora obezbijediti da budti zadovoljeni sljedeci uslovi:
0i _m+ >0

Ako u (6) postavimo G = l,e = 1, tada dobijamo prostiju ali manje
preciznu ocjenu:

P(L+a)\  Lafl 1\

I -x-112 < , L+a—2) ke
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Ako je skup C konveksan, zatvoren i ogranicen a preslikavanje F zadovo-
ljava uslov jake monotonosti (4), tada se kao rnjera odstupanja tacke z od

tacnog rjeSenja x. zadatka (1) moze koristiti norma funkcije
rj(z) = sup{(F(z),z - x) : x E C}.

Naime, tada jc ri(z) < 0 i n(z) = 0 ako i samo ako je z = x.. Jednostavho
se dokazuje da tada vazi sljedeCa teorema (v. [1], tcorema 4.1):

Teorema 2 Neka neprekidno preslikavanje F: H — H zadovoljava uslov
(J) jake monotonosti. Ako je C C H ograntfen konveksan i zatvoren skup,

tada za svako z E C vaii:

3. Mjere zasnovane na projekciji na linearizovani skup ogranicenja.
Primjena projekcionih mjera podrazumijeva mogucnost realizacije projektova-
nja na skup C, odnosno jednostavnu strukturu skupa C. Ako je skup C zadat
nelinearnim ogranicenjima:

C—{xeCoigix) <0,i =1,...,m},

gdje je Co C H skup proste strukture (na primjer, Co je kugla ili poliedar u
Rn), tada je poZcljno da se u formiranju mjere ||r(z)|| odstupanja tacke z od
tacnog rjeSenja x. zadataka (1) projekcija na skup C zamijeni projekcijom
na neki jednostavniji skup. N’eka je

C@={x£Co:gi@®+ @{(2)x-2)<0r=1,..,m) (11)

r(z) =z - Prc(l)(z - 13F(2)), 3> 0. (12)
Ako je C = Co tada sc r(z) iz (12) ne razlikuje od r(z) iz formule (3).
U toin smislu mozcmo smatrati da se radi o poopSten projekcione mijerc
konstruisane pomoc¢u formulc (3), i za novu mjeru zaarzali raniju oznaku.
U toku izvodjcnja ocjene veli€ine ||z — r.|| dokazacemo da je r(z) = 0 ako i
samo ako je z rjeSenje zadatka (1).
Teorema 3. Neka je Co C H konveksan i zatvoren skup u Hilbertovom
prostoru, i< : H — R konvekesne neprekidno dtferencijabilne funkcije na H
za koje je

lft(x) ~ 5,-(y)|| < -M® ~ 3/|| za svako x,y E Co, i = 1,... ,m, (13)
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postoji xEC0 tako daje g,(x) <0, i = 1,...,m (Slejterov uslov).

Neka je dalje skup C zadat ogramcenjima (11) : F : H — H preshkavanje
koje zadovoljava uslove (j) r (5). Tada je

l|lz = x.12 < fc||r(2)]]2, (14)

gdje je k > 0 konstanta koja zavist od Ot,L,j3 r Lagranzovih mnozitelja A' =
koji odgovaraju jedinstvenom rjeSenju x. zadatka (1).
Dokaz. 1J toku dokaza bice izvedcna eksplicitna ocjena konstante k. Iz
uslova teoreme slijedi da zadatak (1) ima jedinstvcno rjeSenje x.. Pri tome
(v. |7], lema 5.5, s. 117) postoji A* = (Aj,... A®) > 0,A* 0, tako da je

(F(x.) - (X7,9'(x.)),x - x.) > 0 za svakoi £ Co, (15)

\Wi(®.)) = 0,$(x.) <0, (16)
gdje je
-V, <I(*) = Aff((z.) + o= + AN (Z)).

Iz uslova konveksnosti funkcija g, slijedi da je za svako x G Co, 0,(z) +
9i(z),x - z) < 0,(x). To znali da je i za funkcije g,(z) + (9((2),x - 2)
ispunjen Slcjterov uslov. Primjcnjuéi teoremu o Lagranzoviin mnozitcljima
na zadatak projcktovanja tacke z — OF(z) na skup C(z). zakljuCujeino da
postoji (* = (G, > 0,C / 0 tako da je

(OF(2) - r(z2) + (£,9'(2)),x - (z - r(2))) za svakoz £ Co, a7

cn() + @@.r2) =0, i=1,...,m, (18)
9i(z) ~ (ft(™),r(2)) <O, i =1,...,Tn. (19)

Postavimo u (15) x —z - r(z) au (17) x = z - r(2) i pomnozimo (15) sa /3.
Sabiranjem tako dobijenih nejednacina imamo:

P{F(2) ~ f(x.),x. —z+r(2)) + (r(2),z - x. - r(2))+

13((X“,9'(x.)),z - r(2) - X) + ((C,g'(2)),x. —z+7r(2)) >0. (20)
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Ocijenimo svaki sabirak sa desne strane neje«InaCine (20). Prvi sabirak je
ocijenjen u (10). Dalje je

Mz Eo o s Gy, Ol Tkl 21)

1z uslova (13), (16), (19) i konveksnosti funkcija  slijedi (v. [2], lema 2.3.1,
s. 93)

((A*,0'(i.)),z - r(2) - x.)) = ((A*,p(i.) +gi'(i.),z-r(z) - x.) <

& gz -r2) <@ 2802 BE rey) + ZARIE o EATWIE

(22)
gdje je (Z0,A“) — L-AJ + eemLmX™n. Iz uslova (18) i (16), ponovo koristeci
konveksnost funkcija gr , dobijamo ocjenu ¢etvrtog sabirka:

((F.i'W),«.-1+r(2)) < <(f,</(2)),%x.-2)+(F,0(2)) < ((<*,5(x.)) <O0.

23).
Uzimajuci u obzir ocjene (10), (21), (22) i (23), iz (20) slijedi: 23
( LaP I n2 (OlL+a) 1! \
- 1
(re;-n)|r''m + (N2 j—=1)) Kun'" >0,

AKo je parametar (3 > 0 izabran tako da su koeficijenti uz ||z- z.||2 i [[r(2)I]?2
pozitivni, tada iz prethodne nejednacine dobijamo ocjenu (14). Teorema 3
je dokazana. 0.

Pnmijetimo da je za primjenu gornjih ocjena potrebno znati LagranZove
mnoziteljei i bar njihove ocjene. Ponekad ovi mnozitelji imaju.geometrijsko,
fizicko ih neko drugo znacenje, na osnovu €ega se mogu dobiti njihove ocjene.

4. Zadatak linearnog programiranja. Akoje H = Rn kona¢nodimen-
zionalni prostor, F(xX) = ¢ £ Rn, X E Rn i C poliedar u Rn tada je
zadatak (1) zadatak linearnog programiranja. Uslov (4) jake monotonosti
preshkavnaja F nije ispunjtn. Za ocjenu odstupanja aprok;imacije z od

s -upa C. rjeScnja zadatka (1) moZe sc koristiti Hofmanova Icma.
Pretpostavirno da su na R™ i Rj" zadate norme |1|i ||. ||, koje su dualne

u odnosu na standardni skalarni proizvod. MozZemo zapravo pretpostaviti da
su dvije dualne norme definisane na prostoru R*. gdjc je | = m™{n m} «
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da su norme svih vektora iz prostora Rk, gdje je k < I, inducirane normama
[-1T1[-[1UIR"

Lema 1. Nekaje C = {x € R* : Ax < b} neprazan skup, gdje je
b = (6i,...6m) G Rm i A = (a;j) matrica Cije su vrste vekton al,... ,am iz
prostora Rn. Tada za svako z £ Rn postoji z, £ C, tako da je

|Zz-z*|<p-|(Az-6)+|, (24)

gdje je {Az - 6)+)- =0 akoje (Az - b)i - (a<,z) - b, <0 ((Az - 6)+)- =
(Az - b)i akoje (Az - 6)< <0

Ix = max{||D||}. (25)

Maksimum u (25) se bira po svtm matricama D koje su inverzne regulamim
podmatricama matrice A Cijije red Kk = rang A a norTa matrica D saglasna
je sa normom ||+ ||.

Dokaz. Pretpostavimo da je z = 0. Posmatrajmo zadatal- minimizacije
/(«) = x| -+ inf, x € C. Skup rjeSenja C, ovog zadatka je neprazan. Neka
je z, e C,, Tada (v. [8], teorema 6.1.1, s. 228) postoji A’ = (Aj,....,AN) e
R”, A. /0, tako da je

A'A e -5/(z.), X“((cy, z.rangle —= b =0, i = 1,.. m, (26)

gdje je

- {i/ e Rn il = 1, (y.z,) = |z.[} (27)
subdiferencijal funkcije /7 u tacki z,, Nekaje J = {/ e {1,..., m}: A’ > 0}.
Tada posto'i y e df(z,) tako da je y — £jgjA’a,. Prema Karateodorijevoj
teoremi vektor y se moze predstaviti kao ner.egativna linerani kombinacija
linearno nezavisnih vektora (a,, i € K C J). ProSirujuéi sistem (aj,lr e K)
do baze (a-,I' e 1) vrsta matrice A, dobijamo da je

M =] (y>*) = k- (28)

el
Primijetimo da je card(l) — rangX = k. Fiksirajmo jedan takav skup
indeksa 1. Pretpostavimo da je 1 = {1,... k} i da je podmatrica B koja lezi
na prvih k vrsta i prvih k kolona matrice A invertibilna. Ako sa y(lI) =
(I/i,--,J/fc) oznaCimo A-dimenzionalni vektor Cije su koordinate prvih k
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koordinata vektora y. i ako oznakom £°(T) = £* naglasimo vczu izmedju
vektora ( i skupa indcksa I, irnaccrno da je CU)™ = YLI) '

[IFNDI < HAB-1 < [|B-rlHW)]|

Odavde, iz (26), (27) i (28) skjcdi
M = (v, = -EN<IIC(nill<>I<A|tL °

€/
Ako je . na primjer, nonna matricc D = (dtJ) reda k definisana formulom
IL>|| = k1 max|dij|, tada (v. [9], teorcma 5.7.13, s. 390) postoji vektorska
nonna koja je sa njom saglasna. Slijedi da je p = 14, gdje je A = max \dXJ|,
gdje se maksimum bira po sviin elcrnentima invcrznih podinatrica D rcda
k matricc A. Procjenjuju¢i normc inverznih rnatrica mogu se dobiti jedno-
stavnije ocjene konslante p.
Na kraju, pokazimo kako se gornja leina moZe primijeniti na zadatak
linearnog programiranja (v. [4] i [1]). Prctpjstavimo da jc v zadatku (1)
sknp C zadat formulom

C—{XERn:Ax <b Cx —d}
Zadatak (1) tada moZerno zapisati u obliku:
(c,x.) < (c,x) zasvakc x G C. (29)

Njemu dualan zadatak glasi
6,X) + (d,T) -+ max, ATX+ CT1] =¢, A > 0. (30)

Pri tomc je u paru (z., (A’, rj' |), Cijcobje komponentc zadovoljavaju ogranicc-
nja. komponcnta x. rjeSenje osnovnog a (A’,7/')) rjeSenje dualnog zadataka
ako i samo ako jc (c, x.) = (6, X*)+(d, T]). Odavde, primjenjuju¢i Hofmanovu
Icmu, dobijamo da za trojku (z, X,T]) postojc rjcSenja x. i (A*,n“) zadataka
(29) i (30) tako da je

KaoM) - (z.,A*r?)| <

fi\(Ax -b)+,Cx-d,c- ATX - Ctt], (-A)+, (¢, x) — (b, X) — (d, T])\,
gdje se konstanta p ocjenjuje kao u (25), ali se umjesto matrice A uzimaju u
obzir sva druge matrice koje u€estvuju u dcfinisanju skupa ogranicenja.
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Rezime

U radu se izvode aposteriorne ocjene odstupanja aproksimacije od
tatnog rjeSenja varijacione nejednacine sa jako monotonim operatorom.
Izvedene ocjene se mogu vezati za odredene klase iterativnih postupaka
za rjeSavanje varijacionih nejednacCina i, Sto je posebno vazno, za
formulisanje pravila za zavrSetak iteracionih procesa. U radu se posebno
izvode ocjene odstupanja pribliznog od ta¢nog rjeSenja za zadatak
lineamog programiranja. Za njihovo izvodenje koristi se Hofmanova lema.
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