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Izvod

U radu je predlazena metoda regularizacije normalno rjeSive linearne
operatorske jednacine na konveksnom skupu u Hilbertovom prostoru. Raz-
matran je problem izbora parametra regularizacije i brzina konvergencije
regularizovanih rjeSenja.

ON REGULATION OF LINEAR EQUATION
WITH NORMAL SOLVABLE OPERATOR

Abstract
In this paper we propose one method of regularization of linear operator equa-

tion on convex subset of Hilbert space. We investigate the choice of parameter of
regularization and derive some estimates of convergence rate.
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1. UvOD
Neka su // i p - Hilbertovi prostori, ~ prostor lineamih
neprekidnih operatora koji p slikajuu p, g e A(/7, F) - normalno reSivi
operator, f&F - fiksirani elementi y -zatvorenikonveksanskup.

U ovom radu razmatramo problem regularizacije ekstremalnog zadatka

|lu| = inf, ng UF ={ug Ul Au=F} 1)

Pri tome pretpostavljamo da su umjesto operatora g i elemen-

tal poznate njihove aproksimacije o, g A(H,F) i faeF pri cemu je

2
gdje su (y j u mali pozitivni brojevi.
Ekstremalni zadatak bez ogranicenja
w| = inf, g UF ={wg HIAu =T} 3)

razmatran je, na primjer, u [1],[2].[3] i [4].

Ako je skup y u zadacima (1) i (3) neprazan, onda je on zatvoren i
konveksan, pa navedeni zadaci imaju jedinstvena ijeSenja, koja oznatavamo
redom sa Ut i M . Elementi Ut i u se nazivaju normalnim rjeSenjima
operatorske jednacine am = F, na skupu 1 odnosno na prostoru p.

Za operator o, g A(H,F) sekaZe daje normalnoijesiv, ako jenjegova
slika o(//) =7?(1) ={Au|ng H } zatvoren potprostor prostora p, tj.
akoje F(a)=F(A)-

Lerna 1. (M, str. 153). Operator e A(H,F) je normalno rjesiv,
ako i samo ako je

mA = inf {JAm| | [w] = 1, ulXerAf= 0. @
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Oznacimo sa crda‘a) spektar operatora J1’A-

Kako je ||AmM||= (a’a)'/2u , slijedi da je broj Tn iz prethodne leme,
najmanja nenulta tacka spektra nenegativhog samokonjugovanog operatora
(a*a)'/2. Spektri operatora i se podudaraju sa tatnoS¢u do
tatke 0, paje <3 (A*A) (Yp (@A*)c {o}u JIAl2]1 To znaci da je

PE@=BL4O r(@)=
Lema 2. ([1], str. 153.) Neka za operatore g, n, e A(H,F) vaZi

HA-Adl <pn 0<2/1<7A (5)

i neka je zadovoljen uslov (4). Tada je

MBI (™ -p)2,pd|2 ]

Oznacimo sa /3 operator ortogonalnog projektovanja prostora pp na
invarijantni potprostor operatora A™Ap, koji odgovara dijelu spektra tog
operatora koji leZi u -n)2lladl 1

U odnosu na normalno rjesivi operator AeJ1(H,p), prostor // se

moZe predstaviti u obliku ortogonalne sume

A= /?2(A*)OHAerA-
Pri tome vazi

(V.XG AA™XKI|X|| < [IAX] "

Sa p oznatavamo operator ortogonalnog projektovanja prostora //,

na zatvoreni potprostor 7?(a“) Tada je p-p operator ortogonalnog

projektovanja prostora pp najezgro KerA operatora
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Lerna 3. ([1], str. 156). Ako su zadovoljeni uslovi (4) i (5) tada vaZi

Svaki element v e 77 se moZe predstaviti u obliku ortogonalne sume
v=Pu+ (/ - 2>=>,tako daje |v||2 =||pV|2 + [(/ _ p)Yl|2. S obzirom nato
daje u normalno rjeSenje zadatka (3) i = APu —F zakljuCujemo
daje =0, odnosno u g r(a*)- Element u jejedino rjiesenje
jednacine Au=f, koje lezi u Za svako rjeSenje  te jednacine vazi,
V. = + (Z - P)v.. Prematome, akoje Ute r(a)> tadaje Ut =

Tihonovljeva metoda regularizacije primijenjena na zadatak (3) sastoji
se utome, da se za aproksimaciju normalnog ijeSenja u , uzimajedinstveno

rjeSenje Ua ekstremalnog zadatka bez ogranicenja
J(n) =||Agn1-/a|| + a||m||2 infug H,a=0 (6)

Iz konveksnosti funkcionala j slijedi da je element rjeSenje
jednacine §’(v) — o, pa se Ua moZe predstaviti u obliku

A A=;/0.8djeje

go(a,t)=(a +t)!,a=>0,r=0.

Jedno vrijeme se smatralo da je zadatak (3), sa normalno rjeSivim
operatorom j , nemoguce rijeSiti sa tacnoS¢u 4- U radovima [5] i

dokazano je da za aproksimaciju za izbor a =p., vaZi ocjena
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IK -Ma| = o(// +0-) (7)

Polazeci od svojstava funkcije go(*a,t)=(a +1) ', u [1] Je uvedena

familija {g(a,.)}, a > 0O, funkcija g(a,.): [o,M] -» R,a > |K]|2, mjerljivih

u Borelovom smislu, za koje vaZzi

(v«=> 0)sup|g(a,z)| <—,y =const >0
0<(<0 a
(Véz > OXvr e [0,a])0 < \-tg(a,t}<! (8)

(Va > O) supr(l —/g(<z,z)) < /Zj«, Y\ = const > 0

O<.t<a

Za aproksimaciju normalnog rjeSenja zadatka (3) uzima se element

ua =g(a, A'pAp i dokazuje da za izbor a = TA/n vazi ocjena

[1 + (1 + Z2212)]Mt}//

-V

Zadatak (1), koji je predmet razmatranja u ovom radu, takodje je
razmatran u radu [7]. Za aproksimaciju normalnog rjeSenja uzeto je

jedinstveno rjeSenje ekstremalnog zadatka

(1<) = pPAIZ-/J] +«||«|2 ->inf,utU,a>Q (9)

Osnovni rezultat iz tog rada sadrZan je u sljedecoj teoremi.

Teorema 1. hl Neka pored uslova (4) vazi
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i) n. eR(a")

ii) Pua 6 U, za sve dovoljno male a, cti p.

Tada za izbor a=  vazi ocjena (7).

U radu £7] se ne razmatra problem konvergencije metode (9) za a - 1,
ako se namaju informacije i) i ii) 0 svojstvima normalnog rjeSenja [
aproksimacije u . S druge strane, kao Sto je ve¢ receno, uz uslov i) zadaci
(1) i (3) su ekvivalentni. Autori navedenog rada [7] predlaZzu da se, u onim
sluCajevima kada metoda (9) daje mnogo bolju aproksimaciju normalnog
rjeSenja u poredjenju sa aproksimacijom dobijenom metodom (6), umjesto
zadatka (3) rjeSava daleko tezi zadatak (1). TeSko je, medjutim, naci
sadrZajan primjer u kome zadatak (3) ima takve prednosti u odnosu na
zadatak (1).

Napomenimo daje problem izbora parametra regularizacije u zadatku

(9), za proizvoljni operator 3 e A(//,F) razmatran u [3].

Teorema 2. ([3], str. 34). Neka su zadovoljeni uslovi (2). Ako je
parametar a izabran tako da vazi
-=+—->0, bda «-=0, //-"0, cT-* 0

a a
tada

ua —>11,, kada >fl,//—0,<7—0

2. ZASNIVANJE METODE, 1ZBOR PARAMETRA
REGULARIZACIJE | KONVERGENC1JA

Ovdje ¢emo razmotriti klasu metoda regularizacije zadatka (T),

generisanu jednom familijom |g(cr, )},a > 0, funkcija
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g(a,-): [0,¢&] — R,a > ||Ap |2, koja kao specijalan slu€aj sadrzi metodu (9).
Za normalno rjeSivi operator e razmatramo problem izbora
parametra regularizacije, za koji regularizovana rje3enja konvergiraju ka
normalnom rjedenju. Za takav izbor dokazujemo da, pod uslovima teoreme

1, vaZzi ocjena (7).

Funkcije g(a,) sa svojstvima (8), nisu pogodne za regularizaciju

zadataka sa ograni¢enjima. Zbog toga uvodimo familiju {g(«,-)},a> 0,
funkcija g(cr,-): [0, a]— R, a= U2, rnjerljivih u Borelovom smislu, sa

sljedeéim svojstvima

(8i5>0XVa>0Xv<e[0D——=<g(a,)<d- (10)
t+ pa pa
(Ver > 0)(V/ e [0,a])1 -tg(a,t)= 0 w)

Lako se provjerava da funkcije, g(cr,) i g~*(rz,-), gdje je

g’l («,/) = ———, zadovoljavaju ova svojstva:

O< [3ag(a,t}< 1, Q<tg(a, N)<1, fla<g '(«,/)
/<g-1(a,4 O—cg O —g —

pa a
Na osnovu ovih relacija dobijamo

~ex|2 <(g '(a, Apadx,x” xe H, (12)
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NAXIE ~{S '(*“ 7CI)*X)-||7IX|2 + >MX|I™ xeH, <13)

llg4 (a, A"pAp)- A\ApI = [|g-' (a, ApAP) - ApAp| <

< suplg™1 («,/)—Il < /3a, (14)

/e[o,al

Svojstvo (12) obezbedjuje strogu konveksnost funkcionala

jerje

(T'(M)-I(y).n -v) = (g”'(a, APAp\U - V\U -V) > [ cp - V|§

Slijedi da ekstremalni zadatak

infueU

ima jedinstveno rjeSenje, koje oznaCavamo sa u . Za aproksimaciju
normalnog rjeSenja Ut zadatka (1), uzima se element m".

Lako se provjerava da ekstremalni zadaci

jw)i->infMe U i infue U

za g(tz,/) = (« + //'> imaju isto ijeSenje.

Izvedimo dvije nejednakosti koje ¢emo koristiti u dokazu konvergencije
rjieSenja  ka My i ocjeni brzine.

Element u zadovoljava uslov ekstremalnosti, ([8], str- 38):

(Vvel/Xr(MJ,v-uJd=0

odnosno
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(Vved/rg'ha, AN —Atja,v-uay>Q (16)

Ako jednakost

v—ua =(7 - —R )\ + A\ALA* (ANv-Ta)+
+ g(a,AMAp)r,(ua)

skalamo pomnozimosa g~} A*A \v - ua), vodeci racuna o (12),
(14) i (16) dobijamo

/ta)|v-MJ|2 =N (OLM) - ANANV-UN+ N —/a,AN-na)) (17)

K- (t @4N)-4Kv-M)+ W (v-wIl +

+ {A™a —FT~AAV—Uan

Dodajucéi lijevoj i desnoj strani posljednje nejednakosti broj
~Awa —/<r||2’ dobijamo da za svako v e(j vaZi

|- 2 IXKV=“c)+(Av=A, A (v-I1T)(18)

Za izvodjenje uslova za parametre a, o i p koji obezbjedjuju
konvergenciju
ua u, kadaa—>0, —0, <r—>0.

potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 4. Neka su zadovoljeni uslovi (4), (5), (10) i (11). Tada
i) Auna — Au,, kada 0,//-» 0, cr™ 0.

ii) Ako postoji konstantac > g, tako daje
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(19)
a

za sve dovoljno male a i u, tada za svako x e H vaZi

(7-P)x™N(1-P)x,

Pa
kadauy Q.
Dokaz: i) Iz )< t(u,\ primjenom relacije (13) dobijamo
IAjua —/3J <KA™MN. —/3 + +_|]2
Kako je

|[KM- ~fol=|[N1- MK+ (/-fa) pw-I+0 (20)
nalazimo da
0 kada «-=0, //-=0, cr->0.
Odavde, uzimajuéi u obzir daje
Jn. - Allua =—=F-Fa + Fa~ AMua
dobijamo tvrdjenje i).
ii) Na osnovu leme 2. i relacija (10) i (20) imamo

llg(«<, AAMATIAN (/ - p)X|| = llg(tz, /1 Ap)a; (ap — a\i - p)x|| <

NMISBIANMNXH -7 |-/ sup  t'/2g(a,t)<
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max< sup t sup

max< /n sup g(a,t\
O<tfa mMA — /J1 Ne<a

- W_A”max"c
<a/-pH e el |

Odavde slijedi da
(/- A\ AM(a,A\AL)NL -P)x (I - P)x, kada 0 (21)
Dalje je

g~'(ér, ANAN)-ANAp

(3a

Na oshovu (15) i (19) imamo

n;(n,-4/-p)x
Pa

M ||[LL(7-p>L<+00
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Odavde, uzimajuci u obzir (21) i (22) slijedi tvrdjenje ii).

Osnovni rezultat ovog rada sadrzan je u sljedece dvije teoreme.

Teorema 3. Neka su zadovoljeni uslovi (2), (4), (5), (10), (11). Ako
postoji konstanta ¢c>0, tako da je

-------- <c (23)

za sve dovoljne male a, c i p, tada
ua —> u., kada a_> o, 0, cr->0.

Dokaz: Kako e *), slijedi da postoji element /r, <=p, takav
daje u, = A*h,. Normalno rjeSenje Ut zadatka (1) moZzemo predstaviti u
obliku My = Mg + (/ _

Ako jednakost

-“a = (7 - ApApg(p, A\AP K + (7 ~ P)M- + g(2> APAP )4 >Kwm» “ 1)+

+Na,J*Np)r,(na)

skalarno pomnozimo sa g—"\a, /I* A -ua\ postupajuci kao pri

dokazu relacije (17) i imajuci u vidu da je = j~dobijamo

{(g(«> J1 4) ~ apar X ’”ﬂ'u* - ua))+ (U ' (a’ 4A'.)-
- ApAN\I ~ ~ua) +("Afl - a\l —P)u.,A™(ut -Ua)*+

+ {A™~—TFa,AAU"—Ua\

Napomenimo da je ovdje primijenjena jednakost, (I'T1, str. 34):
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(94(«, ApAp)- AAAN)4 = A’ (07’ (, ApAN)- AtAN)

Sada primjenom KoSijeve nejednakosti i relacija (14) i (20) nalazimo
daje

Odavde, primjenom e nejednakosti, relacije 23 i leme 4, zaklju€ujemo
da veliCina ||UJ|, ostaje ogranicena, kada >0, //—0 i cr—0.

Slijedidapostojenizovi (a /], (crjan _>o0,//,, ->0,<r, ->0
kada n —> oo, i tacka vt eU, tako da

ua >v. kada n _> co.

Na osnovu leme 4, slijedi da < e Ako u (24) pustimo, da n _> 00,

imajuci u vidu lemu 4 i relaciju (23) dobijamo
lJu. = V.[2 < (¢ -Vv.)

Kako u,-v, eKerA posljednju nejednakost moZzemo zapisati u
obliku

(r/ M. V)= (v.,u -v,)<(u,,u, -vt)

Prema tome je

-v.)=>0.
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1z ove nejednakosti dobijamo |Mg]| > ||v.]. Kakoje normalno rjeSenje,

to je v, = u,. Na taj naCin Ua ———kada n _> 00. Kako tacka ne

zavisi od izbora nizova )] ) slijedi da

17a >w., kada# Q, /z->0 i cr->0.

Ako u (24) pustimoda a->0, cr->0 i /z— 0 dobijamo da

ua -+u,, kada «-=>0, //->0 i 0.

dime je teorema dokazana.

3. BRZINA KONVERGENCIJE

Brzina konvergencije u -~un,, moze biti proizvoljno mala. Zato je

vazno da se izdvoje oni sluCajevi u kojima se moze garantovati odredena

brzina konvergencije.

Teorema 4. Neka su zadovoljeni uslovi teoreme 3 i neka je
i) u, 6 RAA*) tj. u. = A*h.,h. e F
ii) pua eU, zasve dovoljno male a, pi a.

Tada za izbor a = + cr), vazi ocjena

b<—*J] = <C**+0)

Dokaz: Ako jednakost

«K® =3 - j'|)+

+g(zz,*JA)r,(wa)
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skalamo pomnozimo sa g '(«, ~ua), kao u prethodnoj

teoremi dobijamo

—nJ)+(nam’ n(w--UJd)

Primjenjujuci (12), (13) i (20), odavde slijede dvije ocjene
[H"* -ua|2 </7all||N.|||m. -i/a]+ ("aA.| + /z|u.|| + 0-)|pA(w. -na)| (25)

(" < ~Mai+("eckii+alMkii+<rH (i =«)](26)

AKo je

In( -"<4MI* ""udl

tada za « = (/J1- cr), iz (25) dobijamo

lu-—ul|<2]|A. [+ )a+(2MRi>

¢ime je teorema za ovaj sluaj dokazana. Sada pretpostavimo da je

_Il((K IK(ll’llllal (27)
Tada iz (26), za a - p '(// + cr), slijedi ocjena

N (" —J - 2iA-1+1-1)"+Q2ih 1+ (28)

Koristeci (27) i (28) imamo

Ne« -"all=]|G-N, —~ay+av J-
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</|m. —ual+11(w. —ua)|<2pa(u. —ual <

Dalje je

odnosno

e = K= [QRI+INT+ Qb+ W @9

Na kraju ocijenimo veli¢inu ||(/ _ p\Ut _mJ| =||(/ - p)ua|. Ako u
(18) stavimo y = u-> postupajuci kao pri dokazu relacije (25) i imajuci u

vidu (27), dobijamo
[|ave -n|r 22MNMIn(ne =meHI+HWU et Hme 2~ 11(30)
Ako je

|| A ~ufl

tada na oshovu (28) slijedi ocjena

|| /M = e A (20014 I T+ (2171 + (31)

U suprotnom, koristeéi (30), nalazimo da za # =/?""(//+ cr) vazi
ocjena (31).

1z uslova ii) slijedi da u (17) moZemo staviti v - pu . Dobija se

Nalll-PK'S CCm)* 4V™1 -7)%)+(JIp'«”
T ARE— k) = ((g4 («. a1, )- nnp - P, P - /K) +
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+((ry(@ ) -"~NKk(p-/K)+

(N —AN-pK|[2+(1*. -n. (1 -mD’ =M

Odavde, koriste¢i lemu 3 i relacije (15), (27) i (30), dobijamo

|/ - PKIS +2[(2|IM+ +(2|[M+1>]

Sto zajedno sa (29) daje ocjenu

¢ime je teorema dokazana.
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