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Izvod

U radu je predlaZzena metoda regularizacije normalno rjesive linearne
operatorske jednacine na konveksnom skupu u Hilbertovom prostoru. Raz-
matran je problem izbora parametra regularizacije i brzina konvergencije
regularizovanih rje$enja.

ON REGULATION OF LINEAR EQUATION
WITH NORMAL SOLVABLE OPERATOR

Abstract
In this paper we propose one method of regularization of linear operator equa-

tion on convex subset of Hilbert space. We investigate the choice of parameter of
regularization and derive some estimates of convergence rate.
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1. UVOD

Neka su g 1 f - Hilbertovi prostori, A(H, F) — prostor linearnih
neprekidnih operatorakoji g slikajuu F, 4e A(H, F)—normalno resivi
operator, ¢ F —fiksirani elementi {y ¢ j —zatvorenikonveksan skup.

U ovom radu razmatramo problem regularizacije ekstremalnog zadatka

lu| —inf, ue U, ={ue U|du=1} (1)

Pri tome pretpostavljamo da su umjesto operatora 4 i elemen-
ta f poznate njihove aproksimacije A, € A(H,F) i f,eF pri ¢emu je

HA—A#HS,u,”f—fa”SG, ()

gdje su ¢ i y mali pozitivni brojevi.
Ekstremalni zadatak bez ograniéenja

lu| —inf, ue U, ={ue H| Au= f} )

razmatran je, na primjer, u [1], [2], [3] i [4] .

Ako je skup U,u zadacima (1) 1 (3) neprazan, onda je on zatvoren i
konveksan, pa navedeni zadaci imaju jedinstvena rjeSenja, koja ozna¢avamo
redom sa y, 1y _. Elementi ;, i, se nazivaju normalnim rjeSenjima
operatorske jednacine Ay = f, na skupu {y odnosno na prostoru .

Zaoperator A € A(H, F) sekaZe da je normalno rjesiv, ako je njegova
slika J(H)=R(A4) = {Au lue H } zatvoren potprostor prostora f, tj.
ako je R(A)=R(A)-

Lema 1. ([1], str. 153). Operator A¢ A(H,F) je normalno rjesiv,
ako 1 samo ako je

m, =inf | Au|| |u] = 1, uLKerd}> 0. 4)
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Oznaéimosa g (A" A) spektar operatora A" A.

Kako je ||Au|= (AfA)'”u, slijedi da je broj s, iz prethodne leme,

najmanja nenulta tatka spektra nenegativnog samokonjugovanog operatora

(A* A)” ? Spektri operatora A4 i AA"® se podudaraju sa ta¢nodéu do
tacke 0, pa je o, (A‘A), o, (AA )g fo}u [mz ,"A"2J . To znati da je

R(4)=R(d) = R(4")=R(4")-
Lema 2. ([1], str. 153.) Neka za operatore 4 A€ A(H, F) vazi
“A—A#"S‘u, 0<2u<m, (5)

i neka je zadovoljen uslov (4). Tada je

o, (4 4,)0,(4,4 )< fo.u?]o|m, -

Aunz .l

Oznadimo sa P, operator ortogonalnog projektovanja prostora ff na

invarijantni potprostor operatora A; A, koji odgovara dijelu spektra tog
operatora koji leZi u kmA = /i)z," 4, "2 J )
U odnosu na normalno rjesivi operator A e A(H, F), prostor f se

moZe predstaviti u obliku ortogonalne sume
H = R(A*)® KerA-
Pri tome vazi

(Vxe R(A*)m,|x| <|Ax]

Sa p ozna¢avamo operator ortogonalnog projektovanja prostora f7,
na zatvoreni potprostor' R(A') Tada je j_ p operator ortogonalnog

projektovanja prostora g na jezgro KerA operatora 4.
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Lema 3. ([1], str. 156). Ako su zadovoljeni uslovi (4) i (5) tada vazi

# .
my—H

Ip-nls—t.

P,(1-P)<

Svaki element |, ¢ [ se moZe predstaviti u obliku ortogonalne sume
v=Pu+(I - P),takodaje "v||2 = "pv”2 4 ”(1 - p)v”2_ S obzirom na to
daje ;_ narmalno rjeSenje zadatka (3)1 Ay _ = APu_ = f, zakljuCujemo
daje (] —Pu_ =0, odnosno y_ ¢ R(A’). Element ;_ je jedino rjeSenje
jednagine Au=f, koje lezi u R( A ) Za svako rjeSenje y, te jednacine vazi,
Ve=u_+ (1 = p)v*. Prema tome, ako je 4, € R(A'), tada je y, =y _.

Tihonovljeva metoda regularizacije primijenjena na zadatak (3) sastoji
se u tome, da se za aproksimaciju normalnog rjeSenja 5_, uzima jedinstveno
rjeSenje u, ekstremalnog zadatka bez ograni¢enja

Jw) = Au= £, +ofuf —inf,ue H a>0 (6)

Iz konveksnosti funkcionala j slijedi da je element u, Tjesenje

jednacine J'(v) =0, pa se y moZe predstaviti u obliku

u, =g, ALA, AL £, edie je

g, )=l +1)",a>0:>0.

Jedno vrijeme se smatralo da je zadatak (3), sa normalno rjesivim
operatorom 4 , nemoguce rijesiti sa tano$éu 0(# o O') U radovima [5] 1

[6] dokazano je da za aproksimaciju u,, zaizbor o =y, vaziocjena
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o, —u,||= O+ o) (7

Polaze¢i od svojstava funkcije g (a,t)=(a +¢)"', u[1]je uvedena
familija {g(a,-)},a > 0, funkcija g(a,-): [O,u]—> Ras "A,, "2’mjerljivih

u Borelovom smislu, za koje vaZzi

(Vo> O)suplg(a, tx = —7—, y =const >0

0<t<a a .
(Va>0)vte [O,a])O <1-1g(e,t)<1
(Va > 0)supt(1-tg(a,t) < 7,a, 7, = const >0

0<t<a

(8)

~~

J

Za aproksimaciju normalnog rje$enja zadatka (3) uzima se element

u, = g(a, A; A, )A; 1. i dokazuje da za izbor o = m vazi ocjena

o + [+ {1+ 7272 Ju. 1

my,—H

e =2 <

Zadatak (1), koji je predmet razmatranja u ovom radu, takodje je
razmatran u radu [7] Za aproksimaciju normalnog rjeSenja 4, , uzeto je

jedinstveno rjesenje u, ekstremalnog zadatka

J(u)= ”A”u - £, ”2 + oz||u||2 —>infueU,a>0 (%)
Osnovni rezultat iz tog rada sadrZan je u sljedecoj teoremi.

Teorema 1. [7] Neka pored uslova (4) vazi
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) u, e R(4")

i) Pu, €U, zasve dovoljno male a, o 1 .

Tada za izbor ¢ = 4 vaZi ocjena (7).

Uradu [7] se ne razmatra problem konvergencije metode (9) za ¢ = 1,
ako se namaju informacije i) i ii) o svojstvima normalnog rjeSenja 4, i
aproksimacije u,- S druge strane, kao $to je ve¢ reeno, uz uslov i) zadaci
(1) 1 (3) su ekvivalentni. Autori navedenog rada [7] predlazu da se, u onim
slu¢ajevima kada metoda (9) daje mnogo bolju aproksimaciju normalnog
rjeSenja u poredjenju sa aproksimacijom dobijenom metodom (6), umjesto
zadatka (3) rjesava daleko tezi zadatak (1). Tesko je, medjutim, naéi
sadrzajan primjer u kome zadatak (3) ima takve prednosti u odnosu na
zadatak (1).

Napomenimo da je problem izbora parametra regularizacije u zadatku

(9), za proizvoljni operator 4 ¢ A(H,F) razmatran u [3]

Teorema 2. ([3], str. 34). Neka su zadovoljeni uslovi (2). Ako je

parametar ( izabran tako da vazi

Z +E 50, kada g 50, 40,050

Ja «a

tada

u, > u,, kada g 0,410,060

2. ZASNIVANIJE METODE, IZBOR PARAMETRA
REGULARIZACIJE I KONVERGENCIJA

Ovdje ¢emo razmotriti klasu metoda regularizacije zadatka (1),

generisanu jednom familijom {g(a,-)},a > (), funkcija
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gla,):[0,a] > R,a> ” A4, ”2 , koja kao specijalan slu¢aj sadrzi metodu (9).
Za normalno rjesivi operator 4 ¢ A(H, F), razmatramo problem izbora
parametra regularizacije, za koji regularizovana rje$enja konvergiraju ka
normalnom rjesenju. Za takav izbor dokazujemo da, pod uslovima teoreme

1, vazi ocjena (7).

Funkcije g(a,-) sa svojstvima (8), nisu pogodne za regularizaciju
zadataka sa ograni¢enjima. Zbog toga uvodimo familiju {g(a,-)},a >0,
funkcija g(a,-): [0,a]—> R, a> ”AF

sljede¢im svojstvima

2 : 578 .
‘ , mjerljivih u Borelovom smislu, sa

(a/g>o)(\m>o)(we[o,a])t_Iﬂ_Sg(a,t)sL (10)
+ fa

Pa

(Va > 0)Vt e[0,a])l - tg(e,t) > 0 (1)

Lako se provjerava da funkcije, g(¢g,-) 1 g™ (a ), gdje je

5t

, zadovoljavaju ova svojstva:

g ' (a,1)=
gl\a,t

0< Bag(a,t)<1, 0<tg(a, 1)<, pa< g™ (a,t)
-1
t<g'(at), 0<g'(at)-t<pa, Osg—(a’—t)—lsi
Pa a
Na osnovu ovih relacija dobijamo

ﬂa”x“z S<g"(a, A;Ay)x,x>,er, (12)
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“Aﬂx“2 g <g”' (a, A4, x> < "A xll2 + ,Ba"x”2, xeH, (13)

||g"(a,A,,A,,) A =le e 4,4;)-

< suplg ti < Ba, (14)
le[O a

|Kg_l(a, A;A,,)_I} 2 _ <[g" (@ 4:4,) Ijzx, x> < ’A;Aﬂx 2
Pa Pa Pa

Svojstvo (12) obezbedjuje strogu konveksnost funkcionala

,xeH, (15)

"g“zaAA)A gllza p)Afll

jerje
(T'(u)— T'(v),u - v) = (g_' (a, A;Aﬂ Xu s v),u —v> 2 ,Ba"u = v||2

Slijedi da ekstremalni zadatak
T(u)- infu eU
ima jedinstveno rjeSenje, koje oznatavamo sa u, Za aproksimaciju
normalnog rjeSenja 4, zadatka (1), uzima se element u_-

Lako se provjerava da ekstremalni zadaci
J(u)l——) infueU i T(u)l—) infueU

za g(a,t)= (a +1t) "', imaju isto rjeSenje.

[zvedimo dvije nejednakosti koje ¢emo koristiti u dokazu konvergencije
rjeSenja y_ka y, 1 ocjeni brzine.

Element u, zadovoljava uslov ekstremalnosti, ([8], str. 38):

Vv eU )(T v u ) >0
odnosno
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(WweUXg o d,a, ), 4 f,,v=—1,)20 (16)

Ako jednakost
vou, (-4 4,8l 4,4, )+ gla. 4,4, )4, (4, 1, )+

+ g(a, A; A, )T'(u

skalarno pomnoZimo sa g (a, A; A, XV ~-u, ) , vodeéiraduna o (12),
(14) 1 (16) dobijamo

,Ba"v—ua"z S((g"(a,A;A”)—A;A”)v,v—ua)+<Aﬂv—f‘,,Ay(v—ua)) 17)

”A”(v—umm2 < <(g_' (a, A;Aﬂ )— A;Aﬂ )/,v—ua>+”Aa (v—ua XIZ +

+<Aﬂua —fa,Aﬂ(v—ua»

Dodaju¢i lijevoj i desnoj strani posljednje nejednakosti broj

2
"Aﬂua' o

lap. 1] <(e (e 4,)- 4.4, 0w -u)+(4v-1,.4,(v-u,)) (18)

Za izvodjenje uslova za parametre a, o i p koji obezbjedjuju
konvergenciju

u, >u,,kada g 50 u—>0 0.

potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 4. Neka su zadovoljeni uslovi (4), (5), (10) i (11). Tada

0) 4u, > Au.,kada ¢ 0, 41— 0,5 0.
ii) Ako postoji konstanta 5 (), tako da je
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Le (19)

R Ix

za sve dovoljno male a i p, tada za svako x ¢ f vazi

el did,)- 4,4, (1-P)x—(I-P)x>
Pa

kada H—> 0.

Dokaz: i) Iz T(u )g T (u. ), primjenom relacije (13) dobijamo

2

2 2
<[ 1]} +

|4u.- 1,
Kako je

|4, = £, =44, + (= £ ] 40 20)
nalazimo da
Au,~f,—>0kada g—0, u—0, c—>0.
Odavde, uzimajuéi u obzir da je
Au,— Ay, =f—f,+f, - Au,
dobijamo tvrdjenje i)

i1) Na osnovu leme 2. i relacija (10) 1 (20) imamo

leler 4,4,)4,4,(1 - P =|gla, 4,4, )4, (4, - 4)1 - P)x| <

g, (A;Aﬂ )Aﬂ ”p“(] —P)xll = /1”(1 = P)xﬂ sup t"?g(a,t)<

o

<

p\Audy
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<ul —P)xnmax{ i, Pglct), sup tmg(a,t)}g

0<t< p? (m,-u)<t<a
1
£ ,u”(] = P)x" max{,u sup g(a,t), sup tg(a,t)} =
0<t<a m, — U 0si<a

<l - Phmand £ L~ gl L)

pa m, —p =l
Odavde slijedi da
(1-44,gla, 4,4, )\1-P)xrs(1-P)x, kada y5 0. (21)
Dalje je

2

g'lea,4,)-4,4
Pa

s (- A A gl A, ))}(1 Pk

- <(1 ~ 44,8l 4,4, ) (1-P)x, (%:;‘AV‘) = 1]2(1 = P)x> 22)

Na osnovu (15) i (19) imamo

[gl (a’;::;A#)_ 1](1 _ P)x

) | 4,(4, - 4)1 - P)x
| pa

“S

Sﬁll&lm(f ~ P < +oo.
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Odavde, uzimajuci u obzir (21) i (22) slijedi tvrdjenje ii).
Osnovni rezultat ovog rada sadrZan je u sljedece dvije teoreme.
Teorema 3. Neka su zadovoljeni uslovi (2), (4), (5), (10), (11). Ako
postoji konstanta c>0, tako da je
A9 (23)
o
za sve dovoljne male o, ¢ 1 , tada

u, >u,,kada g0, £—>0, oc—0.

Dokaz: Kako y_ e R( A *), slijedi da postoji element p, ¢ F, takav
daje y_ = A’h,. Normalno rjeSenje 4, zadatka (1) moZemo predstaviti u

obliku U, =u, + (1 — P)l. :
Ako jednakost

o —u, =(I- A‘Ayg(a,A”Aﬂ)y +(1-Pu.+gla, 44, )4 (4u, - £, )+

(aAA)T

skalarno pomnoZimo sa g"(a, A; A, X“* -u, )’ postupajuci kao pri

dokazu relacije (17) i imajuci u vidu da je ;= 4’p, dobijamo
(g 4,4))- 4,4, e, 4, (0. ~u, )+ {(g (o, 4,4, ) -
= A AT = Phucsu. =u,) (4, = AT = Phuo, 4, (. —u, )+

+<Aﬂuw —fa,Aﬂ(u. —ua)>.

Napomenimo da je ovdje primijenjena jednakost, ([1], str. 34):
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e a,)- 44,4, = 4,(e 70 4,4;)- 4,4,

Sada primjenom Kosijeve nejednakosti i relacija (14) 1 (20) nalazimo
da je

R e

+

*

+<g_ (a,Aﬂ;ﬂ)_ ApA,U (I—P)u.,u, __ua> (24)
Q

Odavde, primjenom & nejednakosti, relacije 23 i leme 4, zakljuujemo

da veli¢ina ||ua", ostaje ogranitena, kada o 50, #—0 i o—0.

S]l_]edl dapOStOje nizovi (a")’ ( ")’ (O'"); a, - 0’ M, = O’ o, 0
kada  — o, 1 tatka y, e, tako da

u, —~>v, kada 5 oo,

Naosnovuleme 4, slijedida ,, ¢ Uy Ako u (24) pustimo,da , — oo,

imajuci u vidu lemu 4 i relaciju (23) dobijamo

"u. - v.”2 & ((1 —P)u., u, —v.)

Kako 4, —v, € Kerd, posljednju nejednakost moZemo zapisati u
obliku

(u.,u. —v.)—(v,,u. —v.)S (u.,u. —v.)

Prema tome je

(va,u. =v,)20.
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Iz ove nejednakosti dobijamo "u.” > "v." Kako je 4, normalno rjeSenje,
to je y, = u,. Natajna€in 5 —* 5y, kada o0, Kako tacka 4, ne

zavisi od izbora nizova (0-',, ), ( #n) i (o, ) slijedi da

u, ——u,, kada ¢ 50, u—>0 i o—0.
Akou (24) pustimoda ¢ 50, o—0 i u— 0 dobijamo da

u,—u,kada g0, 450 i oc-0.

¢ime je teorema dokazana.

3. BRZINA KONVERGENCIJE

Brzina konvergencue u, — u,, mozZe biti proizvoljno mala. Zato je
vazno da se izdvoje oni slu¢ajevi u kojima se moze garantovati odredena

brzina konvergencije.

Teorema 4. Neka su zadovoljeni uslovi teoreme 3 i neka je
D)u, eR(4*) Y- u, = A'h ,h. e F
it) Pu, €U, zasve dovoljno male o, p i ©.

Tada za izbor o = g ( o+ 0'), vazi ocjena

U, —uall = 0(,u+0')
Dokaz: Ako jednakost

u—u, =(1-A4,(a, 44, . +gla, 4,4, )4 (4,0, - £,)+
+g(a,A;Aﬂ '(ua)
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skalarno pomnoZimo sa g’ (a, A; A, fu. —u, )’ kao u prethodnoj

teoremi dobijamo

(e A o) A A A o)
+<(g_ (a,AﬂAF) yy u —u, > (A”u.-—fa,Aﬂ(u.—ua»

Primjenjujuéi (12), (13) i1 (20), odavde slijede dvije ocjene
ﬁa”u. = u‘,,"2 < ﬂa,u"h. |H|u. & ua" + (ﬂa"h. " + ,u"u" + o‘lIA ” (u. -u, )" (25)

"A” (. —u, 1]2 < ,Ba,uﬂh. ||||u -u, " + (ﬂa"h. " + p"u. || + O‘}lA m (. —u, 1| (26)
“A” (. —u, 1‘ £ ,u"u. —~. ||

tadaza o = g (ﬂ e O—), iz (25) dobijamo

e =g} < @]+ Dl + @] + 1)

¢ime je teorema za ovaj slu¢aj dokazana. Sada pretpostavimo da je
,u"u. -u, " < “A” (u. =, 1| . (27)

Tada iz (26), za ¢ = B7'(u + o), slijedi ocjena

< @] + o Jee + @ | + 1) (28)

Koristeci (27) i (28) imamo

"AF (u. —uaj

”A(u. —ua1|=“(A—Aﬂ u, —ua)+ Aﬂ(u. —uJ <




110 Milojica Ja¢imovic, Izedin Krni¢

< ptfju. —ua||+“A#(u. —uax < ZHA/,(u. —ual <
Dalje je
1
[Pl - ) < —|Alu. —u, )
L
odnosno
: 2
[Pl —u )<= [l + e e + @Y | + 1] (29)
A

Na kraju ocijenimo veli¢inu "(] —PYu. —u, )l = "(] = P)“a”- Ako u
(18) stavimo y =y, postupaju¢i kao pri dokazu relacije (25) 1 imajuéi u
vidu (27), dobijamo

[ 4,0, - 1, < 2] |4, 0. =, ) + (| + 0 Y, - £, BO)

Ako je

”A#“ﬂ /s ” S "Aﬂ (. —u, j
tada na osnovu (28) slijedi ocjena
4o~ £ < QUL he s G+t @D

U suprotnom, koriste¢i (30), nalazimo da za 4 = [;’“(/1 £ 0') vaZzi
ocjena (31).

Iz uslova ii) slijedi da u (17) moZemo staviti  — Pu,- Dobija se

palt - P, |’ <((g (e, 4,4, )~ 4,4, )Pu, (P~ D, ) +(4,Pu, -

~ford,(P-1u,) = (g0, 44, ) 4,4, PP, i, (P—T)u, )+
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(g a,,)- 4,4, )00, P (P Ty )+

+(, = AN =Pl + (4,0, - 1,.(4, - 4P~ D)

Odavde, koristec¢i lemu 3 1 relacije (15), (27) 1 (30), dobijamo

+ (U

- Phed 22l o+ 1

§to zajedno sa (29) daje oqenu

¢ =ty | <Pl —u )+ 7 - P, <

S2(1+-—1—J[( o[+ [l ),U+(2||h,”+1)a]+M
m, e

¢ime je teorema dokazana.
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